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Практическое занятие 1 

Составление таблиц истинности логических высказываний 

Теоретические сведения 

Таблицы истинности операций над высказываниями 

Таблица 1 

Отрицание 
 

Таблица 2 

Дизъюнкция 
 

Таблица 3 

Конъюнкция 
 

Таблица 4 

Импликация 
 

Таблица 5 

Эквиваленция 

A  A   A  B  BA   A  B  BA   A  B  BA   A  B  BA  

1 0  0 0 0  0 0 0  0 0 1  0 0 1 

0 1  0 1 1  0 1 0  0 1 1  0 1 0 

   1 0 1  1 0 0  1 0 0  1 0 0 

   1 1 1  1 1 1  1 1 1  1 1 1 

Пример 1.  Составить таблицу истинности высказывания CBA  . 

Решение 

1 2 3 4 5 6 

A B C BA  BA  CBA   

0 0 0 0 1 0 

0 0 1 0 1 1 

0 1 0 1 0 0 

0 1 1 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 

1 0 1 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 

В столбцы 1, 2 и 3 таблицы записаны все возможные наборы значений истинности 

высказываний A, B и C (чтобы не пропустить какой-то набор значений, лучше всего 

записывать их как двоичные триады, соответствующие числам 1, 2, … , 8). 

Заголовки остальных столбцов записаны в порядке выполнения операций. При 

заполнении этих столбцов использованы таблицы истинности основных операций над 

высказываниями. 

При заполнении столбца 4 использована таблица 2. При заполнении столбца 5 

использована таблица 1.  При заполнении столбца 6 использована таблица 3. 

Пример 2.  Проверить равенство BABA  . 

Решение 

1 2 3 4 5 6 7 8 

A B BA  BA  A  B  BA  BABA   

0 0 0 1 1 1 1  

0 1 1 0 1 0 0  

1 0 1 0 0 1 0  

1 1 1 0 0 0 0  

В столбцы 1 и 2 таблицы записаны все возможные наборы значений истинности 

высказываний A и B  (чтобы не пропустить какой-то набор значений, лучше всего записывать 

их как двоичные тетрады,     соответствующие числам 1, 2, 3,4). 

Заголовки остальных столбцов записаны в порядке выполнения операций. При 

заполнении этих столбцов используются таблицы истинности основных операций над 

высказываниями. 

При заполнении столбца 3 использована таблица 2.  При заполнении столбцов 4, 6 и 6 

использована таблица 1. При заполнении столбца 7 использована таблица 3. При заполнении 

столбца 8 использована таблица 5. 
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Задания для самостоятельного решения 

1. Составить таблицы истинности высказываний     BA , CBA  , CBA  . 

2. Проверьте истинность равенства CBACBA  .  

Практическое занятие 2 

Вычисление пределов. Применение пределов к исследованию функций на 

непрерывность 

и асимптоты графика 

Вычисление пределов обычно связано с раскрытием каких-либо неопределенностей. 

Если неопределенностей нет, то, подставив в выражение, записанное под знаком предела, 

предельное значение переменной и произведя действия, мы сразу находим значение предела. 

Рассмотрим некоторые способы раскрытия неопределенностей. 

1.   11 bxflim
ax




  022 


bxflim
ax

 
  2

1

2

1

b

b

xf

xf
lim

ax



Если , , то   (неопределенности нет). 

2.   011 


bxflim
ax

  02 


xflim
ax

 
 











 0

1

2

1 b

xf

xf
lim

ax
Если , , то   (неопределенности нет). 

3.   01 


xflim
ax

  02 


xflim
ax 0

0
Если  и , то для раскрытия неопределенности вида  нужно 

разложить числитель и знаменатель дроби на множители и сократить дробь. 

4.   


xflim
ax

1   


xflim
ax

2



Если  и , то для раскрытия неопределенности вида  нужно 

 
 xf
xf

2

1числитель и знаменатель дроби  разделить на наивысшую степень аргумента  x. 

5. 
0

0
Иногда для раскрытия неопределенности вида  можно использовать один из 

замечательных пределов. 

1
0


 t

tsin
lim
t

Первый замечательный предел:  .       Второй замечательный предел:  

  etlim t

t




1

0
1 . 

Примеры вычисления пределов 

Пример 1.
5

252

6 



 x

x
lim
x

 Вычислить предел: . 

1
11

11

11

2536

56

256

5

25 22

6














 x

x
lim
x

Решение. .  (Использовано правило 1). 

1
5

252

6






 x

x
lim
x

Ответ: . 

Пример 2.
5

252

5 



 x

x
lim
x

 Вычислить предел: . 




















 0

50

55

255

5

25 22

5 x

x
lim
x

Решение: . (Использовано правило 2). 






 5

252

5 x

x
lim
x

Ответ:  

Пример 3. 













 0

0

36

122
26 x

x
lim
x

 Вычислить предел: .  
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Решение. Используем правило 3. 

 
    6

1

66

2

6

2

66

62

36

122

6626

















 x
lim

xx

x
lim

x

x
lim

xxx
.   

6

1

36

122
26






 x

x
lim
x

Ответ: . 

Пример 4. 













 0

0

36

482
2

2

6 x

xx
lim
x

 Вычислить предел: .   

Решение. Используем правило 3. 

.x,xxx,xxxx 864820482 212121

2   

По формуле   21

2 xxxxacxbxa  получаем:    .xxxx 864822   

Тогда 
  
  




















 66

86

0

0

36

482

62

2

6 xx

xx
lim

x

xx
lim

xx

 .
x

x
lim
x 6

7

12

14

66

86

6

8

6


















 

Ответ: 
6

7

36

482
2

2

6






 x

xx
lim
x

. 

Пример 5. 

















 32

42

3

65

xx

xx
lim
x

 Вычислить предел: . 

4xРешение. Используем правило 4. Старшая степень . 































 0

6

00

60

13

6
5

3

65

3

65

2

2

4

3

4

2

4

4

4

3

32

42

xx

xlim

x

x

x

x

x

x

x

x

lim
xx

xx
lim

xxx
. 






 32

42

3

65

xx

xx
lim
x

Ответ: . 

Пример 6. 

















 162

385
3

2

xx

xx
lim
x

 Вычислить предел: . 

3xРешение. Используем правило 4. Старшая степень . 

0
2

0

002

000

16
2

385

162

385

162

385

32

32

333

3

333

2

3

2
























xx

xxxlim

xx

x

x

x

xx

x

x

x

lim
xx

xx
lim

xxx
. 

0
162

385
3

22






 xx

xx
lim
x

Ответ: . 

Пример 7. 

















 498

8127
25

35

xx

xxx
lim
x

 Вычислить предел: . 

5xРешение. Используем правило 4. Старшая степень . 

 

























55

2

5

5

55

3

5

5

55

2

5

5

55

3

5

5

5

25

5

35

25

35

498

8127

498

8127

498

8127

498

8127

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

lim

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

lim

x

xx

x

xxx

lim
xx

xxx
lim

xxxx

8

7

008

007

49
8

812
7

53

42














xx

xxlim
x

. 
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8

7

498

8127
25

35






 xx

xxx
lim
x

Ответ: . 

Пример 8. 









 0

0

10

15

0 x

xsin
lim
x

 Вычислить предел: . 

xt 15Решение. Используем первый замечательный предел    при  . 

511
2

3

15

15

10

15

10

15

15

15

10

15

000
,

x

xsin
lim

x

x

x

xsin
lim

x

xsin
lim

xxx













 

51
10

15

0
,

x

xsin
lim
x




Ответ: . 

Пример 9. 









 0

0

20

8

0 x

xtg
lim
x

 Вычислить предел: . 

1
0


 t

tsin
lim
t

xt 8Решение. Используем первый замечательный предел    при  . 





























 xcos
lim

x

xsin
lim

xcosx

x

x

xsin
lim

xxcos

xsin
lim

x

xtg
lim

xxxxx 8

1

8

8

20

8

8

1

20

8

8

8

20

1

8

8

0

0

20

8

00000
 

40
5

2

1

1

5

2

0

1
1

5

2
,

cos
 . 

40
20

8

0
,

x

xtg
lim
x




Ответ:  . 

Пример 10.
x

x

x
lim

5

2

0 7

3
1 











 Вычислить предел: . 

  etlim t

t




1

0
1

7

3x
t Решение. Используем второй замечательный предел  при . 

.ee
x

lim
x

lim

x

x
lim

x

x

x

x

x

35

6

57

235

2

7

3

3

7

0

5

2

0

0

7

3
1

7

3
1 


































 

















 

35

6
5

2

0 7

3
1 e

x
lim

x

x












Ответ: . 

Исследование функции на непрерывность и точки разрыва 

0xЧтобы определить тип точки , нужно найти левый и правый пределы функции при 

0xx 0x, а также значение функции в точке , а затем воспользоваться одним из приведенных 

ниже указаний. 

     xfxfxf limlim
xx
xxxx

0

00 0
0 0




  xf 0xxЧисло   называется левым пределом функции  при , 

0x 0x  xfесли для всех значений х, достаточно близких к  и меньших, чем , значения  как угодно мало 

 00 xfотличаются от . 

     xfxfxf limlim
xx
xx0xx

0

00

00





  xf 0xxЧисло  называется правым пределом функции  при , 

0x 0x  xfесли для всех значений х, достаточно близких к  и больших, чем , значения   как угодно мало 

 00 xfотличаются от . 

Указания по определению типа точки 

     000 00 xfxfxf  0x  xf1. Если , то в точке  функция  непрерывна. 
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     000 00 xfxfxf  0x  xf2. Если , то  – точка устранимого разрыва функции . 

 00 xf  00 xf    00 00  xfxf 0x3. Если  и  конечные и , то  – точка разрыва 

первого 

 xf    рода    функции . 

  00xf    00xf 0x4. Если  или (и) , то  – точка разрыва второго рода 

 xfфункции . 

Примеры исследования функций на непрерывность и точки разрыва 

Пример 1.  











.1,2

;1,3

xx

x
xf

x

 Исследовать на непрерывность функцию   

 1;  ;1Решение. Так как на промежутках   и  данная функция совпадает с 

x3 2xнепрерывными функциями,  и , то она непрерывна на этих промежутках.  

1xЧтобы установить, является ли точка  точкой разрыва,  и определить тип 

    33301 1

1
1

1
1









x

x
x

x
x

limxflimfразрыва, вычислим пределы: ,  

      32121

1
1

1
1









xlimxflimf

x
x

x
x

. 

1x   331 1 fТеперь вычислим значение функции в точке : . 

     10101 fff  1xТак как , то в точке  функция непрерывна. 

Ответ.   ;Данная функция непрерывна на промежутке . 

Пример 2.  














.3,

3

;3,

2

4

x
x

x

xx

xf Исследовать на непрерывность функцию  

 3;  ;3Решение. Так как на промежутках   и  данная функция совпадает с 

4x
3

2

x

x
непрерывными функциями  и , то она непрерывна на этих промежутках.  

3xЧтобы установить, является ли точка  точкой разрыва, и определить тип разрыва, 

вычислим пределы: 

    81303 44

3
3

3
3









xlimxflimf

x
x

x
x

    



















 0

9

33

3

3
03

22

3
3

3
3 x

x
limxflimf

x
x

x
x

, . 

  3правb 3xТак как , то точка  является точкой разрыва второго рода функции 

 xf . 

Ответ. На промежутках   3;  и  ;3  данная функция непрерывна; 3x  – точка 

разрыва второго рода. 

Пример 3.  
















.x,x

;x,x

;x,x

xf

6

623

21

3

2

 Исследовать на непрерывность функцию  

 2;  62;  ;6Решение. Так как на промежутках  ,  и  данная функция совпадает 

12 x x3
3xс непрерывными функциями ,  и , то она непрерывна на этих промежутках.  
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2x 6xЧтобы установить, являются ли точки  и  точками разрыва,  и определить 

      512102 22

2
2

2
2









xlimxflimf

x
x

x
x

тип разрыва, вычислим пределы:  , 

      532302

2
2

2
2









xlimxflimf

x
x

x
x

. 

 2f      02202  fffТак как значение  не определено, то , следовательно, точка 

2x  xf является точкой устранимого разрыва функции . 

      936306

6
6

6
6









xlimxflimf

x
x

x
x

    216606 33

6
6

6
6









xlimxflimf

x
x

x
x

, . 

 xf 6x    0606  ffТак как левый и правый пределы  при  конечные и , то 

6x  xfточка  является точкой разрыва первого рода функции . 

Ответ. На промежутках   2; ,  62;  и   ;6  данная функция непрерывна; 2x  

– точка устранимого разрыва; 6x  – точка разрыва первого рода. 

Пример 4.  
9

3
2

2





x

xx
xf Исследовать на непрерывность функцию . 

  xxxf 32

1    92

2  xxfРешение. Так как функции   и  непрерывны при 

  ;x 092 x 31 x 32 x  3 ;  33; и  при  и , то на промежутках  ,  и 

 ;3  данная функция          непрерывна. 

31 x 32 xТочки  и  являются точками разрыва, так как в этих точках данная 

функция не определена.  Чтобы определить тип разрыва, вычислим пределы: 

   
 

     2

1

33

3

333

3

0

0

9

3
03

3
3

3
3

2

2

3
3

3
3







































 x

x
lim

xx

xx
lim

x

xx
limxflimf

x
x

x
x

x
x

x
x

, 

   
 

     2

1

33

3

333

3

0

0

9

3
03

3
3

3
3

2

2

3
3

3
3







































 x

x
lim

xx

xx
lim

x

xx
limxflimf

x
x

x
x

x
x

x
x

. 

 3f      3303  fff 31 xТак как значение  не определено, то , то точка  

 xfявляется точкой устранимого разрыва функции . 

    


















 0

9

9

3
03

2

2

3
3

3
3 x

xx
limxflimf

x
x

x
x

32  x 032  xx 092 x    (т.к. при        и , то 

0
9

3
2

2






x

xx
). 

    


















 0

9

9

3
03

2

2

3
3

3
3 x

xx
limxflimf

x
x

x
x

3x 032  xx 092 x   (т.к. при        и , то 

0
9

3
2

2






x

xx
). 

 xf 3x 32 xТак как левый и правый пределы  при  бесконечные, то точка  

 xfявляется точкой разрыва второго рода функции . 

Замечание. Правый предел можно было и не вычислять  Ответ был бы тот же. 

Ответ. На промежутках   3 ; ,  33;  и  ;3  данная функция непрерывна; 

31 x  – точка устранимого разрыва; 32 x  – точка разрыва второго рода. 

Исследование функции на асимптоты графика 

При исследовании функции на асимптоты графика используют следующие теоремы: 
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Теорема 1. Если 0x  – точка   разрыва второго рода функции   xf , то есть если 

  




xflim

xx
xx

0

0

 или (и)   




xflim

xx
xx

0

0

, то прямая  0xx   является  асимптотой кривой   xfy  .  

Замечание. Эта прямая параллельна оси Oy, поэтому называется вертикальной 

асимптотой. 

Теорема 2. Если   0yxflim
x




, то прямая 0yy   является асимптотой кривой   xfy  .  

Замечание. Эта прямая параллельна оси Ox, поэтому называется горизонтальной 

асимптотой. 

Теорема 3. Если существуют конечные пределы 
 
x

xf
limk
x

  и   xkxflimb
x




, то 

прямая bkxy   является асимптотой кривой    xfy  .  

Замечание. При 0k прямая by   параллельна оси Ox, поэтому горизонтальную 

асимптоту можно считать частным случаем наклонной. 

Пример 1. Найдите асимптоты кривой 
162 


x

x
y . 

Решение. Так как 0162 x  при 4x , то 
 1624 x

x
lim
x

  и 
 1624 x

x
lim
x

, 

следовательно, прямые 4x  и 4x  являются вертикальными асимптотами данной 

кривой. 

Так как 0
162


 x

x
lim
x

, то прямая 0y  является горизонтальной асимптотой 

данной кривой. 

Ответ: асимптотами данной кривой являются  прямые 4x , 4x , 0y . 

Пример 2. Найдите асимптоты кривой 
152

4
2

3




xx

x
y . 

Решение. Так как 01522  xx  при 31 x  и 52x , а 04 3 x  при этих значениях 

x, то 
 152

4
2

3

3 xx

x
lim
x

 и 
 152

4
2

3

5 xx

x
lim
x

, то есть точки 31 x  и 52x  являются 

точками разрыва второго рода данной функции 
152

4
2

3




xx

x
y , поэтому прямые 3x  и 

5x     являются вертикальными асимптотами ее графика, то есть данной кривой. 

Так как существуют конечные пределы 

 
 

4
152

1

4

152

4

2

2

3











xx

lim
xxx

x
lim

x

xf
limk

xxx
, 4k   и  

   






















 152

608

152

60844
4

152

4
2

2

2

233

2

3

xx

xx
lim

xx

xxxx
limx

xx

x
limxkxflimb

xxxx

8
152

1

60
8

2










xx

xlim
x

, 8b ,  то прямая  84  xy  является наклонной асимптотой данной 

кривой. 

Ответ: асимптотами данной кривой являются  прямые 3x , 5x , 84  xy . 

Задания для самостоятельного решения 

1 – 2. Исследуйте функцию на непрерывность и точки разрыва. 
3. Составьте уравнения асимптот данной кривой. 
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Вариант 1 

1. 











14

;132

x,

x,x
y

x
 

2. 
2

5



x

x
y  

3. 
5

3 2



x

x
y  

Вариант 2 

1. 









02

;0

x,x

x,xsin
y  

2. 
3

92





x

x
y  

3. 
4

5 2



x

x
y  

Вариант 3 

1. 









0

;043

x,x

x,x
y  

2. 
5

3



x

x
y  

3. 
2

3 2



x

x
y  

Вариант 4 

1. 









01

;0

x,x

x,xcos
y  

2. 
7

2



x

x
y  

3. 
1

4 2



x

x
y  

Вариант 5 

1. 









23

;210

x,x

x,x
y  

2. 
4

3



x

y  

3. 
3

6 2



x

x
y  

Вариант 6 

1. 











14

;132

x,

x,x
y

x
 

2. 
2

5



x

x
y  

3. 
7

2



x

x
y  

Практическое занятие 3 

Вычисление производных суммы, произведения, частного двух функций, сложной 

функции 

Теоретические сведения 

Производной данной функции в данной точке называется предел отношения 
приращения функции к соответствующему приращению ее аргумента, когда приращение 
аргумента стремится к нулю (если этот предел существует).   

Символическая запись определения:   
   

0

0
0

0 xx

xfxf
limxf
xx 





 или 

 
   

x

xfxxf
limxf
x 




 0
. 

Дифференциалом функции  xfy   в точке 0x  называется произведение 

    dxxfxdf  00 , где dx  –  приращение аргумента. 

Правила дифференцирования суммы, произведения, частного двух функций,  сложной 

функции 

1   vuvu 


  2   vuvuvu 


  3   constc,ucuc 


  

4 
2v

vuvu

v

u 












 5        xuxufxuf u

  - производная сложной функции 

Формулы дифференцирования основных элементарных функций 

1 
0c , 

constc 

 
2 

1x

 
3   1

 pp xpx

 

3.
1 

  xx 22 


 

3.
2 

  23 3xx 


 

3.
3 

 
x

x
2

1




 
 

4   xx ee 


 5   alnaa xx 


 8   xcosxsin 


 9   xsinxcos 


 

6  
x

xln
1




 7  
alnx

xlog a



 1

 
1
0 

 
xcos

xtg
2

1



 

1
1 

 
xsin

xctg
2

1



 

1
2 

 
21

1

x
xarcsin






 

1
3 

 
21

1

x
xarccos






 

14 
 

21

1

x
xarctg






 

15 
 

21

1

x
xarcctg






 

Формулы дифференцирования сложных функций  u = u(x)   
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1   uupu pp 
 1

 
2   uee uu 



 
3   ualnaa uu 



 
4 

  u
u

uln 
 1

 

5 
  u

alnu
uloga 




 1

 
 

6   uucosusin 


 7   uusinucos 


 8  
21 u

u
uarcsin







 9  

21 u

u
uarccos







 

10   u
ucos

utg 


2

1
 11  

usin

u
uctg

2





 12  

21 u

u
uarctg







 13  

21 u

u
uarcctg







 

Рассмотрим теперь примеры вычисления производных. 

Пример 1. Найдите производную функции  72453 4  xxarcsinctgxxlogy  (в 

произвольной точке x). 

Решение. Используя правило   vuvu 


  дифференцирования суммы двух 

функций, правило     xucxuc 


  вынесения постоянного множителя за знак производной 

и формулы дифференцирования   
alnx

xlog a



 1

 (при 4a ),   
xsin

xctg
2

1


 ,  

 
21

1

x
xarcsin





,   alnaa xx 


 (при 2a ), 0c ( constc  ), получаем: 

        022
1

1
4

1
5

4

1
372453

224 

























 ln
xxsinlnx

xarcsinctgxxlogy xx

. 

Ответ: 22
1

45

4

3

22
ln

xxsinlnx
y x 





 . 

Пример 2. Найдите  9y , если 15657
3

2 23  xxxxy . 

Решение. Сначала найдем производную в произвольной точке x. Используя правило 

  vuvu 


  дифференцирования суммы двух функций, правило     xucxuc 


  

вынесения постоянного множителя за знак производной и формулы дифференцирования  

  23 3xx 


,    xx 22 


,  1x ,  
x

x
2

1



, 0c ( constc  ), получаем: 

        0
2

1
615273

3

2
51657

3

2 223 









x

xxxxxxxy , или  

 
x

xxxy
2

3
5142 2  .  

Тогда      401121162
3

3
5126812

9

3
5914929 2 y . 

Ответ:   409 y . 

Пример 3. Найдите производную функции   xxlnxcosy 85  . 

Решение. Используя правило   vuvuvu 


  дифференцирования произведения 

двух функций, правило     xucxuc 


  вынесения постоянного множителя за знак 

производной и формулы дифференцирования    xsinxcos 


,   
x

xln
1




,    alnaa xx 


 

(при 8a ), получаем: 

        













 88

1
5858585 ln
x

xcosxlnxsinxlnxcosxlnxcosy xxxx  
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Ответ:   







 88

5
85 ln

x
xcosxlnxsiny xx  

Пример 4. Найдите производную функции   
xsin

x
xf




6

12

. 

Решение. Используя правило 
2v

vuvu

v

u 












 дифференцирования частного двух 

функций    и формулы дифференцирования     1
 pp xpx  (при ) 12p ,  0c  (при 6с ),  

  xcosxsin 


, получаем:      

 
     

 

   

 2

1211

2

1212

6

0612

6

66

xsin

xcosxxsinx

xsin

xsinxxsinx
xf













  

Ответ:  
 

 2

1211

6

612

xsin

xcosxxsinx
xf




 . 

Пример 5. Найдите производную функции     2311  xlnxh . 

Решение. Пусть     ulnxlnxh  2311 , где 2311  xu . Тогда по правилу 

дифференцирования сложной функции получаем:      
 

 xu
xu

xulnxh 



1

, или 

   


 23
23

1 11

11
x

x
xh .  

Используя формулу   1
 pp xpx  при 11p  и формулу 0c  при 23c , получаем 

далее: 

   
23

11
011

23

1
11

10
10

11 





x

x
x

x
xh . 

Ответ:  
23

11
11

10



x

x
xh . 

Пример 6. Найдите производную функции    95 8

10  xexh . 

Решение.  Пусть   uexh 10 , где 95 8  xu .  

Тогда по правилу   uee uu 


 дифференцирования сложной функции  xue  получаем: 

           xueeexh xuxuxu 





 101010 , или      9510 895 8

xexh x . 

Используя формулу   1
 pp xpx  при 8p  и формулу 0c  при 9с , находим 

далее: 

      957795795895 8888

4004010085109510  





 xxxx exxexexexh . 

Ответ:   957 8

4400  xexxh . 

Пример 7. Найдите производную функции     783  xlgxh . 

Решение.  Пусть   7uxh  , где 83  xlgu . 

Тогда по правилу   uupu pp 
 1  дифференцирования сложной функции  xu p  

получаем: 

        xuxuxuxh 


 67 7 , или        83837
6

xlgxlgxh . 
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Используя формулу 0c  при 8с  и формулу  
alnx

xloga



 1

 при 10a , 

находим далее: 

         
10

3
8370

10

1
383783837

666

lnx
xlg

lnx
xlgxlgxlgxh

















 . 

Ответ:  
 

10

8321
6

lnx

xlg
xh




 . 

Пример 8. Найдите  8df , если    3 546 xxxf  . 

Решение.  По определению дифференциала,     dxfdf  88 . 

Так как   3

2
4

3

2
4

3

2

43 54 6666 xxxxxxxf 


, то, используя формулу    1
 pp xpx  

при 
3

2
4p , получаем:    3

11

3

11

3

11

3

2
3

3

2
4

28
1

14

1

2

3

14

1

6

3

2
466 xxxxxxf 
















 . 

Тогда      .f 573442048282282282288288 113

11
3

3

11
33

11




 

Ответ:   dx.df  573448 . 

Пример 9. Найдите  1df , если    285  xxlnxf , 040,dx  . 

Решение.  По определению дифференциала,     dxfdf  11 . 

Так как  
xxxx

xf
2

45
0

2

1
8

1
5  , то   325

12

4

1

5
1 f , или   31 f . 

Из равенства     dxfdf  11  при   31 f  и 040,dx   находим:   12004031 ,,df  . 

Ответ:   1201 ,df  . 

Задания для самостоятельного решения 

Вариант 1 

1.  xexlny x 35    

2. 
1

34
2 



x

x
z . 

3. tsiny 53 . 

4.   5 232 xxxf  . 

5.   xexf x 65  , 00 x , 

020,dx  . 

Вариант 2 

1.  46  xxcosy   

2. 
5

2 3



x

x
z . 

3. tcosy 26 . 

4.   4 325 xxxf  . 

5.   xxlnxf 312  , 

40 x , 010,dx  . 

Вариант 3 

1.  xlnxey x  5   

2. 
4

25 2





x

x
z . 

3. 538  tey . 

4.   3 254 xxxf  . 

5.   xxsinxf 23  , 

00 x , 030,dx  . 

Вариант 4 

1.  xetgxy x 67    

2. 
1

4 2



x

x
z . 

3. 1137  ty . 

4.   5 46 xxxf  . 

5.   xxxf 38  , 40 x

, 020,dx  . 

Вариант 5 

1.  94  xxsiny   

2. 
1

4 2



x

x
z . 

3.  175  tlny . 

4.   437 xxxf  . 

5.   xtgxxf 56  , 00 x , 

010,dx  . 

Вариант 6 

1.  2310 xctgxy    

2. 
1

4 2



x

x
z . 

3. ttgy 94 . 

4.   7 423 xxxf  . 

5.   xxcosxf 45  , 

00 x , 030,dx  . 

Практическое занятие 4 

Решение задач с применением геометрического и физического смысла 

производных.    Приближенные вычисления с применением дифференциалов  
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Геометрический смысл производной состоит в следующем: если функция  xf  

имеет производную  0xf   в точке 0x , принадлежащей области определения функции  xf , 

то существует касательная к кривой  xfy   в ее точке   000 xf;xM , причем   kxf 
0  – 

угловой коэффициент этой касательной, то есть 0tgk  , где 0  – величина угла между 

касательной и осью абсцисс. 

Уравнение касательной к кривой  xfy   в ее точке   000 xf;xM  имеет вид  

     000 xxxfxfy  .  

Физический смысл первой и второй производных состоит в следующем:  xf   – 

мгновенная скорость изменения функции  xf  в точке x ,  xf   – мгновенное ускорение 

функции  xf  в точке x . 

В частности, в физике: если  tSS   – путь, пройденный телом при прямолинейном 

движении за время  t;0 , то    tvtS   – мгновенная скорость тела в момент t, 

     tatvtS   – мгновенное ускорение тела в момент t. 

Дифференциалом функции  xfy   в точке 0x  называется произведение 

    dxxfxdf  00 , где dx  –  приращение аргумента. 

Приближенные вычисления с применением дифференциала функции основаны на 

его свойстве: при малых значениях дифференциала dx  независимой переменной значение 

дифференциала функции является главной частью ее приращения:    00 xdfxf  , или 

      dxxfxfxf  00 , откуда        000 xxxfxfxf  . 

На практике для приближенных вычислений значений функции будем использовать 

формулу в виде        01001 xxxfxfxf  . Выражение  xf  и значение 1x  определяются 

условием задания, а значение 0x  выбирается произвольно с учетом двух условий: во-первых, 0x  

должно как можно меньше отличаться от 1x , во-вторых, значения  0xf  и  0xf   должны легко 

вычисляться без таблиц или калькулятора. 

Рассмотрим теперь примеры решения задач. 

Пример 1. Найдите угловой коэффициент касательной к кривой 432  xxsiny  в 

ее точке с абсциссой 00 x . 

Решение. Угловой коэффициент касательной    20 fxfk  . 

Так как     0132432 


 xcosxxsinxf , или   32  xcosxf , 

 то   13123020  cosfk . 

Ответ: 1k . 

Пример 2. Составьте уравнение касательной к кривой x
x

y 12
36

  в ее точке 

 00 9 y;M . 

Решение. Уравнение касательной найдем в виде       000 xxxfxfy  . 

Из условия следует, что   xxx
x

xf 123612
36 1   , 90 x . Тогда:  

    403124912
9

36
90  fxf ; 

       
xxx

x
x

xxxxf
61366

36
2

1
121361236

2

2111 





 
; 

    .fxf
9

22

9

18

9

4

3

6

81

36

9

6

9

36
9

20   
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Уравнение касательной имеет вид   9
9

22
40  xy , или 18

9

22
 xy . 

Ответ: 18
9

22
 xy . 

Пример 3. Тело движется прямолинейно по закону    15108 2  tttS . В какой момент 

времени скорость тела равна 38 м/с ? 

Решение.  Согласно физическому смыслу первой производной, мгновенную скорость 

тела в момент t  можно найдите по формуле     tStv  . Получаем: 

      101601102815108 2 


 tttttStv ,  или    1016  ttv . 

Так как по условию   38tv , то получаем уравнение  381016 t , из которого 

находим:  381016 t ,  4816 t ,  3t . 

Ответ: 3t с. 

Пример 4. Тело движется прямолинейно по закону 852 23  tt)t(S . В какой момент 

времени ускорение тела равно 38 м/с2 ? 

Решение.  Согласно физическому смыслу второй производной, мгновенное ускорение 

тела в момент t с можно найдите по формуле     tSta  . Тогда: 

    tttttttS 10602532852 2223 


 , 

    101211026106 2 


 tttttS ,  то есть   1012  tta .  

Так как по условию   38ta , то получаем  уравнение  381012  t , из которого 

находим: 381012  t ,  4812  t ,  4t . 

Ответ: 4t с. 

Пример 5. Тело массой 12 кг движется прямолинейно по закону  

124122 23  ttt)t(S . Найдите кинетическую энергию тела  в момент  7t с. 

Решение. Кинетическую энергию тела в момент  t  можно найдите по формуле    

 
 

2

2 tvm
tEк


 . 

Сначала найдем скорость тела в произвольный момент времени t : 

      01421232124122 223 


 ttttttStv ,   4246 2  tttv . 

Теперь найдем скорость тела в момент 7t с: 

  122416829441684964724767 2 v ,    с/мv 1227  . 

Теперь найдем кинетическую энергию тела  в момент  7t с: 

 
   

 Дж
vm

Eк 30489
2

12212

2

7
7

22







  

Ответ:   .ДжEк 304896   

Пример 6. Тело массой 5 кг движется прямолинейно по закону    91842 23  ttttS

. Найдите силу, действующую на тело в момент  2t с. 

Решение. Силу, действующую на тело в момент  t , можно найдите по формуле   

   tamtF  . 

Сначала найдем ускорение тела в произвольный момент времени t : 

      0118243291842 223 


 ttttttStv ,   1886 2  tttv , 

        018261886 2 


 ttttvtSta ,   812  tta . 

Теперь найдем ускорение тела в момент 2t с:    82122 a ,   2162 с/мa  . 

Теперь найдем силу, действующую на тело в момент  2t с:  

     НamF 8016522  . 
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Ответ:   .НF 802   

Пример 7 . Количество электричества, протекающего через поперечное сечение 

проводника за время  t;0 ,   tcostq 47 . Найдите силу тока в момент с2t . 

Решение. Если  tqq   количество электричества, протекающего через поперечное 

сечение проводника за время  t;0 , то сила тока в произвольный момент времени t вычисляется 

по формуле    tqtI  . 

 Используя формулу дифференцирования сложной функции       tutusintucos 
  

при   ttu 4 , получаем:           44744747 





 tsinttsintcostI  или   tsintI 428 .  

Тогда      A,,,sinsinI 77277022989402882824282  / 

Ответ:   A,AsinI 7728282  . 

Пример 8. Вычислите приближенно  189910, . 

Решение.  Для приближенных вычислений значений функции используют формулу 

       01001 xxxfxfxf  , где выражение  xf  и значение 1x  определяются условием 

задания, а значение ox  выбирается произвольно с учетом двух условий: во-первых, ox  должно как 

можно меньше отличаться от 1x , во-вторых, значения  0xf  и  0xf   должны легко вычисляться 

без таблиц или калькулятора. 

Будем считать, что  1
189910 xf,  . Тогда 99101 ,x  ,   18xxf  ,    1718 xxf  . 

Пусть 10 x . Тогда     111 18
0  fxf ,     181181 17

0  fxf ,  

      .,,,,,xf, 8408380162010090181199101819910 1
18   

Ответ: 8409910 18 ,,  . 

Пример 9. Вычислите приближенно  930,ln . 

Решение.   1930 xf,ln     9301 ,x  ,   xlnxf      
x

xf
1

 . 

Пусть 10 x . Тогда     0110  lnfxf ,     1
1

1
10  fxf ,  

      .,,,xf,ln 0700701193010930 1   

Ответ: .,,ln 070930   

Пример 10. Вычислите приближенно  8 280 . 

Решение.   1
8 280 xf    2801 x ,   8

1

8 xxxf       8

7
1

8

1

8

1

8

1 

 xxxf . 

Пусть 8
0 2256 x . Тогда     8 8

0 22256  fxf ,  

    .xf
1024

1

128

1

8

1

2

1

8

1
2

8

1
2

8

1
2

8

1
256

8

1
7

7

8

8

7
88

7

0

8

7

 



















, 

    .,,,xf 02202320230224
1024

1
2256280

1024

1
2280 1

8   

Ответ: .,0222808   

Задания для самостоятельного решения 

Вариант 1 

1. Тело массой  кг3m движется 

прямолинейно по закону 

1254
3

1 23  tttS . Найдите 

Вариант 2 

1. Тело массой  кг4m движется 

прямолинейно по закону 265
3

2 23  tttS

. Найдите кинетическую энергию тела и 
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кинетическую энергию тела и действующую 

не него силу в момент с2t . 

2. Количество электричества, протекающего 

через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 52 . Найдите силу тока 

в момент с2t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

725  xey x  в ее точке с абсциссой 

00 x . 

4. Вычислите приближенно 5 36 . (Возьмите 

320 x ). 

действующую не него силу в момент с4t . 

2. Количество электричества, протекающего 

через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 43 . Найдите силу тока в 

момент с3t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

235  xxsiny  в ее точке с абсциссой 

00 x . 

4. Вычислите приближенно 7 120 . (Возьмите 

1280 x ). 

Вариант 3 

1. Тело массой  кг6m движется 

прямолинейно по закону 

1310
3

1 23  tttS . Найдите 

кинетическую энергию тела и действующую 

не него силу в момент с5t . 

2. Количество электричества, протекающего 

через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 26 . Найдите силу тока 

в момент с7t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

178  xxy  в ее точке с абсциссой 

40 x . 

4. Вычислите приближенно 4 84 . (Возьмите 

810 x ). 

Вариант 4 

1. Тело массой  кг8m движется прямолинейно 

по закону 872
3

4 23  tttS . Найдите 

кинетическую энергию тела и действующую 

не него силу в момент с1t . 

2. Количество электричества, протекающего 

через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 74 . Найдите силу тока в 

момент с5t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

653  xxcosy  в ее точке с абсциссой 

00 x . 

4. Вычислите приближенно 3 120 . (Возьмите 

2160 x ). 

Вариант 5 

1. Тело массой  кг2m движется 

прямолинейно по закону 576 23  tttS . 
Найдите кинетическую энергию тела и 
действующую не него силу в момент с3t . 

2. Количество электричества, протекающего 
через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 83 . Найдите силу тока 

в момент с3t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

8125  xxlny  в ее точке с абсциссой 

10 x . 

4. Вычислите приближенно 6 70 . (Возьмите 

640 x ). 

Вариант 6 

1. Тело массой  кг10m движется 

прямолинейно по закону 847 23  tttS . 
Найдите кинетическую энергию тела и 
действующую не него силу в момент с6t . 

2. Количество электричества, протекающего 
через поперечное сечение проводника за 

время  t;0 ,   tcostq 65 . Найдите силу тока в 

момент с4t . 

3. Составьте уравнение касательной к кривой 

142  xxtgy  в ее точке с абсциссой 

00 x . 

4. Вычислите приближенно 101000 . (Возьмите 

10240 x ). 

Практическое занятие 5 
Исследование функций с применением пределов и производных и построение 

графиков 

При исследовании функции с целью построения графика нужно рассмотреть следующие 
вопросы. 

1. Область определения функции 
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При нахождении естественной области определения функции нужно учитывать 
следующие ситуации: если выражение с переменной является знаменателем дроби, оно не 
должно обращаться в ноль; у корня четной степени подкоренное выражение должно быть 
неотрицательным; логарифмическая функция определена только при положительных 
значениях аргумента. 

2. Периодичность функции 

Доказательство периодичности функции ‒ в общем случае задача довольно сложная: 

нужно установить, при каком значении  T  равенство    xfTxf   является тождеством. На 

практике учитывают, что из всех элементарных функций периодическими являются только 
тригонометрические, так что если в уравнении функции тригонометрических функций нет, 
то функция периодической не является. 

Функции    tsiny  и    tcosy  имеют наименьший положительный период 



2
T , функции     ttgy  и    tctgy  имеют наименьший положительный 

период 



T . 

3. Четность-нечетность  

Функция  xf  называется четной, если     xfxf   при любом  fDx . Функция 

 xf  называется нечетной, если     xfxf   при любом  fDx .  Если функция 

является четной или нечетной, то достаточно исследовать функцию и построить ее график 
при 0x , а затем использовать тот факт, что график четной функции симметричен 
относительно оси ординат, а график нечетной функции симметричен относительно начала 
координат. 

4. Непрерывность и точки разрыва функции 

При нахождении промежутков непрерывности функции можно использовать 
следующие теоремы. 

1. Если функция имеет производную в каждой точке данного интервала, то  она 
непрерывна на этом интервале. 

2. Если данная функция имеет вид  
 
 xf
xf

xf
2

1 , причем функции  xf1  и  xf2  

непрерывны на данном интервале и функция  xf2  не обращается в ноль на этом интервале, 

то функция  xf  непрерывна на этом интервале. Точки, в которых   02 xf , являются 

точками разрыва функции  xf . 

При определении типа точки разрыва используем следующие  определения. 

1. Если      0

0

0

0

0

xfxflimxflim

x)x
xx

xx
xx







, то 0x  ‒ точка непрерывности функции  xf . 

2. Если      0

0

0

0

0

xfxflimxflim

x)x
xx

xx
xx







, то 0x  ‒ точка устранимого разрыва функции  xf  

3. Если  xflim

xx
xx

0

0



 и  xflim

xx
xx

0

0



 существуют и конечные, но      xflimxflim

x)x
xx

xx
xx

0

0

0

0 



 , то 0x  ‒ 

точка  разрыва первого рода функции  xf ; 

4. Если   




xflim

xx
xx

0

0

 или   




xflim

xx
xx

0

0

, то 0x  ‒ точка  разрыва второго рода функции 

 xf . 

5. Интервалы монотонности и точки экстремума функции 

Алгоритм исследования функции на монотонность и экстремум 

1. Найти производную  xf  ; 

2. Найти критические точки первого рода данной функции, то есть точки, в которых

  0 xf  или значения  xf   не определены. 
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3. Критическими точками первого рода разбить область определения функции на 

интервалы, в каждом из них найдите знак производной  xf  . 

4. Для каждого интервала определить тип монотонности данной функции, используя 

достаточное условие монотонности: если в данном интервале   0 xf , то  xf  

возрастает, если же   0 xf , то  xf  убывает. 

5. Для каждой критической точки первого рода определить тип экстремума: если 

функция  xf  непрерывна в точке 0x  и при переходе через точку 0x  знак производной 

 xf   меняется с минуса на плюс, то 0x  - точка минимума; если с плюса на минус, то 

0x  -  точка максимума; если знак  xf   не меняется, то в точке 0x  экстремума нет. 

Замечание. Можно использовать и другое достаточное условие экстремума функции: 

если   00  xf  и   00  xf , то  0x  - точка минимума; если   00  xf  и   00  xf , то 0x  -  

точка максимума функции  xf . 

7. Интервалы выпуклости и точки перегиба графика функции 

Алгоритм исследования функции на выпуклость и точки перегиба графика 

1. Найти критические точки второго рода данной функции, то есть точки,  в которых

  0 xf  или значения  xf   не определены. 

2. Критическими точками второго рода разбить область определения функции на 

интервалы, в каждом из них найдите знак производной  xf  . 

3. Для каждого интервала определить тип выпуклости графика данной функции: если в 

данном интервале   0 xf , то график функции  xf  является выпуклым вниз, если 

же   0 xf , то график функции  xf  является выпуклым  вверх. 

4. Для каждой критической точки второго рода установить наличие перегиба графика: 

если функция  xf  непрерывна в точке 0x  и при переходе через точку 0x  знак 

производной  xf   меняется, то точка   000 xf;xM  является точкой перегиба графика 

функции  xf ; если знак  xf         не меняется, то в точке   000 xf;xM  перегиба 

графика нет. 

8. Асимптоты графика  

Уравнение вертикальной асимптоты имеет вид  0xx  , если 0x  – точка   разрыва 

второго рода функции   xf , то есть   


xflim
xx 0

.  

Уравнение наклонной асимптоты имеет вид bxky  , где  
 
x

xf
limk
x

 ,  

  xkxflimb
x




 (при 0k  асимптота является горизонтальной). 

9. Нули функции  xf  ‒ это корни уравнения   0xf  (это абсциссы точек 

пересечения графика функции с осью абсцисс). Если уравнение   0xf  решается только 

графически, этот пункт пропускают. 

10. Интервалы знакопостоянства функции 

 Интервал знакопостоянства функции  xf  ‒ это промежуток, для всех точек которого 

значения функции имеют один и тот же знак. Интервалы знакопостоянства функции  xf  

находят, решая неравенства   0xf  и   0xf . 

11. Исследование функции при x  

Если область определения функции ‒ бесконечный промежуток, то нужно вычислить 

пределы  xflimb
x 

1   и (или)   xflimb
x 

2 . 

  12. Построение графика функции 
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При построении графика обязательно нужно учесть точки разрыва функции, точки 

экстремума функции и точки перегиба графика. 

Для более точного построения графика можно вычислить координаты   необходимого 

количества его точек, используя уравнение функции. 

Замечание 1. Если функция исследуется с целью построения графика, то перечисленные 

выше пункты можно рассматривать в любом порядке, который представляется Вам наиболее 

целесообразным. Некоторые пункты в силу их очевидности или, наоборот, сложности, можно не 

рассматривать. Исключение составляет нахождение области определения функции. Это пункт 

первый в любом исследовании функции. 

Замечание 2. Много примеров исследования функций можно найдите в учебниках, 

указанных в списке литературы, или на сайтах в Интернете. Согласно требованиям ФГОС, 

студент колледжа обязательно должен уметь исследовать многочлен третьей степени. Такие 

примеры мы и рассмотрим. 

Пример 1. Исследовать функцию  xxy 123    (по полной схеме)  и построить ее 

график. 

Решение 

1. Область определения функции:    .;yD   

2.  Непрерывность. Так как первая производная функции 123 2  xy  определена при 

  ;x , то данная функция непрерывна при   ;x . 

3. Периодичность. Функция не является периодической, т.к. тригонометрических 

функций в ее уравнении нет. 

4. Четность-нечетность.  

Так как   xxxf 123  ,  то          xfxxxxxxxf  121212 333
. 

Так как    xfxf  , то функция является нечетной. 

Отсюда следует, что график функции симметричен (сам себе) относительно оси 

ординат. Это следует учесть при построении графика. 

5.  Нули функции  –  это корни уравнения   0xf . 

Решая уравнение 0123  xx , получаем   0122 xx , откуда следует, что 0x  или 

0122 x , то есть 3212 x . 

Нули данной функции:  321 x , 02 x , 323 x  – это абсциссы точек 

пересечения графика функции с осью абсцисс. 

6. Интервалы знакопостоянства   

Так как     3232123  xxxxxxf , то, определяя знак произведения    

  3232  xxx      методом интервалов, получаем: 

x  32 ;  32   032 ;  0  320;  32   ;32  

Знак  xf  ‒ 0 + 0 ‒ 0 + 

7. Интервалы монотонности и точки экстремума 

Найдем критические точки первого рода, решив уравнение  0y : 

  12312 23 


 xxxy    0123 2 x      043 2 x    42 x     21 x , 22 x . 

Критическими точками первого рода разобьем область определения на интервалы. В 

каждом из них найдем знак первой производной 123 2  xy .   Результаты представим в 

виде таблицы: 

x   2 ;  2   22;  2   ;2  
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 xf   + 0 – 0 + 

 xf  
 

max  min  

Выводы: функция возрастает на промежутках  2 ;  и  ;2 , убывает на промежутке 

 22; ; 

2x  ‒ точка минимума функции,       1621222
3

f ,  162;A  ‒ точка 

графика функции, соответствующая точке минимума; 

2x  ‒ точка максимума функции;   1621222 3 f ,    162 ;B ‒ точка графика 

функции, соответствующая точке максимума. 

8. Интервалы выпуклости и точки перегиба графика 

Найдем вторую производную данной функции:   123 2xy    xy 6 . 

Найдем критические точки второго рода, для чего решим уравнение 0y .  

Получаем:  06 x       03 x . 

Критической точкой второго рода разобьем область определения на интервалы. В 

каждом из них найдем знак второй производной xy 6 . 

Результаты представим в виде таблицы: 

x   0;  0  ;0  

 xf   – 0 + 

График  xf  
 

Перегиб 
 

Выводы: график функции является выпуклым вверх (выпуклым) на интервале  0;  

и выпуклым вниз (вогнутым) на интервале  ;0 .  

0x  ‒  абсцисса точки перегиба графика;    001200 3 f . 

Точка  00;O  является точкой перегиба графика функции. 

9. Исследование функции при x  

    


xxlimxflim
xx

123 ,     


xxlimxflim
xx

123 . 

10. Асимптоты графика 

 Вертикальных асимптот график не имеет, так как точек разрыва второго рода у 

функции  нет. 

Уравнение наклонной асимптоты имеет вид bxky  , где  
 
x

xf
limk
x

 ,  

  xkxflimb
x




. 

Наклонных асимптот у графика тоже нет, так как 

    





12
12 2

3

xlim
x

xx
lim

x

xf
limk

xxx
. 

11. Построение графика 

При построении графика следует учесть все результаты исследования. 

Точки, соответствующие точкам экстремума функции, и точки перегиба графика, 

найденные выше, нужно построить по их координатам. 

Точки   032 ;   пересечения графика с осью абсцисс можно построить только 

приближенно, учитывая, что 46332 , .  
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При необходимости для более точного построения графика можно вычислить 

координаты нескольких его точек, используя уравнение функции.   Например, можно 

составить таблицу: 

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

y -16 9 16 11 0 -11 -16 -9 16 65 

Теперь построим график (рис. 1). 

  
Пример 2. Исследовать функцию 433 23  xxxy  на монотонность и экстремум, 

выпуклость и точки перегиба графика. Построить  график функции. 

Решение 

1. Найдем область определения функции:    .;yD   

2. Для исследования функции на монотонность и экстремум найдем ее первую 

производную:    222 13123363  xxxxxy . 

Так как  0y   при всех действительных значениях аргумента x , то данная функция 

убывает на промежутке    ; . 

Замечание. Критическая точка первого рода  1x  не является точкой экстремума, но 

поскольку   01 y , то касательная к графику в соответствующей его точке параллельна оси 

абсцисс. Это следует учесть при построении графика. 

  3. Для исследования функции на выпуклость и перегиб графика найдем ее вторую 

производную:      1666363 2  xxxxy . 

0y   при 1x , то есть точка 1x  является критической точкой и первого, и 

второго рода. 

Точкой  1x  разобьем область определения на интервалы. В каждом из них найдем знак 

второй производной  16  xy . 

Результаты представим в виде таблицы: 

x   1 ;  1   ;1  

 xf   + 0 – 

График  xf  
 

Перегиб 
 

Выводы: 

16 

y 
A 

B 
– 16 

Рис. 1 
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Функция определена и непрерывна при   ;x . 

Функция убывает на промежутке   ; , точек экстремума нет. 

График функции является выпуклым вниз на промежутке  1; , выпуклым вверх на 

промежутке  ;1 ; 1x  – абсцисса точки перегиба графика. 

Для построения графика нужно вычислить значения данной функции в точке 1x : 

  34131311 23 y . 

 31;C  – точка перегиба графика функции, касательная к графику в этой точке 

параллельна оси абсцисс.  

Можно также найдите предел функции при x : 

  


433 23 xxxlim
x

,   


433 23 xxxlim
x

. 

Теперь можно построить график функции  (рис. 2).   

Задания для самостоятельного решения 

Исследуйте функцию с помощью пределов и производных и постройте ее график. 

Вариант 1 

116 23  xxy  

Вариант 4 

14753  xxy  

Вариант 7 

812 23  xxy  

Вариант 10 

20483  xxy  

Вариант 2 

193 23  xxxy  

Вариант 5 

8156 23  xxxy  

Вариант 8 

1093 23  xxxy  

Вариант 11 

8219 23  xxxy  

Вариант 3 

2453 23  xxxy  

Вариант 6 

2159 23  xxxy  

Вариант 9 

2453 23  xxxy  

Вариант 12 

16156 23  xxxy  

Практическое занятие 6 

Применение производных к решению прикладных задач на нахождение 

наибольших и наименьших значений функций 

I.  Нахождение наибольших и наименьших значений функции на данном промежутке 

Мы рассмотрим два случая, в которых гарантируется существование наибольшего или 

(и) наименьшего значения функции на данных промежутках. Во всех остальных случаях 

требуется значительно более детальное исследование. 

Случай 1. Если функция непрерывна на данном промежутке (неважно, замкнутом или 

незамкнутом) и имеет на этом промежутке единственную точку экстремума 0x , то значение 

 0xf  является наименьшим значением функции на данном промежутке, если 0x  ‒ точка 

минимума, и наибольшим, если 0x  ‒ точка максимума. 

Замечание. Исследование функции в этом случае производится так же, как исследование на 

экстремум. 

Пример 1. Найти наибольшее значение функции   7324  xxxf  на промежутке 

  ; . 

1.     ;fD . 

2.     324732 34 


 xxxxf . 

3.   0 xf     0324 3  x     83 x    23 x  ‒ критическая точка первого рода 

данной функции.  

4.     223 1234324 xxxxf 


 ,     482122 2 f . 

Так как    02 f   и    02 f , то 2x  ‒ точка локального максимума данной 

функции. Поскольку других точек экстремума у функции нет, то в точке 2x  функция 

принимает свое наибольшее значение    4176416723222 4  ffнаиб . 
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Ответ:   наибольшее значение функции   41наибf  при  2x . 

Случай 2. Если функция непрерывна на замкнутом промежутке, то на этом 

промежутке она имеет и наименьшее, и наибольшее значения, причем эти значения функция 

принимает или на концах промежутка, или в точках экстремума, принадлежащих этому 

промежутку. 

В этом случае можно использовать следующий алгоритм. 

1. Найти область определения функции. Убедиться, что данный промежуток является 

подмножеством области определении. 

2. Найти первую производную данной функции. 

3. Найти критические точки первого рода данной функции. Выбрать те из них, которые 

принадлежат данному промежутку. 

4. Вычислить значения функции в выбранных критических точках и на концах 

промежутка. 

5. Из найденных значений функции выбрать наибольшее и наименьшее. 

Замечание. Если на данном промежутке критических точек у функции нет, то нужно 

найти ее значения только на концах промежутка. 

Пример 2. Найти наименьшее и наибольшее значения функции   58 24  xxxf  на промежутке 

 31; . 

Решение 

1.     ;fD , поэтому    fD;  31 . 

2.     028458 324 


 xxxxxf      xxxf 164 3  . 

3.   0 xf  0164 3  xx    044 2 xx     0224  xxx    21 x , 02 x , 

23 x  ‒ критические точки первого рода данной функции. 

Промежутку  31;  принадлежат точки 02 x  и 23 x . 

4.       258151811
24

f ,   

  550800 24 f , 

  115321652822 24 f , 

  145728153833 24 f . 

Ответ:  наименьшее значение функции  11наимf   при  2x ,  наибольшее 

значение функции   14наибf  при  3x . 

Замечание. В данном случае наибольшее значение функция принимает на конце 

промежутка, а наименьшее в его внутренней точке (это точка локального минимума). 

II. Примеры решения прикладных задач 

Пример 3. Найдите три положительных числа a, b и c, второе из которых в четыре раза больше 

первого,  сумма всех трех чисел равна 60, а их произведение является наибольшим из возможных. 

Решение. Пусть xa  . Тогда xb 4 ,     xxxbaс 56046060  , а 

произведение  xxxabc  604 . Обозначим это произведение  xP . 

Поскольку все числа a, b и c  положительные, то ни одно из них не может быть больше 

их суммы, то есть выполняется условие  600  x . 

Таким образом, задача свелась к нахождению такого числа x, что функция 

   xxxxP 5604   имеет наибольшее значение на промежутке  60;0 . Исследование 

проводится, как в примере 1. 

1) Найдем производную этой функции:   32 20240 xxxP   

  23202240 xxxP    
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  260480 xxxP  . 

2) Решим уравнение   0 xP . Получаем: 060480 2  xx     0860  xx  01 x , 

82 x . Промежутку  60;0  принадлежит только число 82 x . 

3) Чтобы узнать, является ли точка 82 x  точкой минимума и максимума, найдем  8P  . 

Получаем:  

    xxxxP 260148060480 2 


 , или   xxP 120480 . Тогда 

  48081204808 P . 

4) Так как   08 P  и   08 P , то 8x  ‒ точка максимума функции  xP . А 

поскольку у функции  xP  на промежутке  60;0  других точек экстремума нет, то в точке 

8x  эта функция принимает наибольшее значение. 

Таким образом, произведение чисел a, b и c будет наибольшим при 8 xa , 

32844  xb , 208560560  xс . 

Замечание. В условии задачи не требуется найти значение произведения abc . Мы его 

найдем для полноты картины:  512020328 abc . 

Ответ: произведение чисел a, b и c имеет наибольшее значение  5120abc  при 8a , 

32b , 20c . 

Пример 4. Гипотенуза прямоугольного треугольника имеет длину 20c . При каких длинах 

катетов a и b площадь треугольника будет наибольшей из возможных? 

Решение. Пусть xa  . По теореме Пифагора находим: 222 cba  , или 222 20 bx . 

Тогда 22 400 xb  , 
2400 xb  . 

Площадь прямоугольного треугольника можно вычислить по формуле ab,S 50 . 

Получаем: 
240050 xx,S  , или   4222 4005040050 xx,xx,S  .  

Так как функция x  является возрастающей на промежутке  ;0 , то функция 

  4240050 xx,xS    принимает наибольшие значения в тех же точках, что и функция 

  42400 xxxf  . 

Из геометрических соображений ясно, что 0x  (это длина отрезка) и 20x  (катет 

всегда меньше гипотенузы). 

Таким образом, задача свелась к нахождению такого числа x, что функция 

  42400 xxxf   имеет наибольшее значение на промежутке  20;0 . Исследование 

проводится, как в примерах 1 или 3. 

1) Найдем производную функции   42400 xxxf  :   342400 xxxf  , или 

  34800 xxxf  . 

2) Решим уравнение   0 xf . Получаем: 04800 3  xx     02004 2  xx  0x  

или 0200 2  x . Так как 0x , то из уравнения 0200 2  x  находим: 2002 x , 200x , 

210x . 

Точка 210x  принадлежит промежутку  20;0 . 

3) Чтобы узнать, является ли точка 210x  точкой минимума и максимума, найдем 

 210f  . Получаем:     223 128003418004800 xxxxxf 


 .

    16002001280021012800210
2

f . 
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4) Так как   0210 f  и   0210 f , то 210x  ‒ точка максимума функции  xf
. А поскольку у функции  xf  на промежутке  20;0  других точек экстремума нет, то в точке 

210x  эта функция принимает наибольшее значение. 

При 210x  получаем: 210 xa , 

  210200200400210400
2

b , 

1002100502102105050  ,,ba,S . 

Ответ: площадь треугольника имеет наибольшее значение 100S , если его катеты 

имеют длины 210 ba . 

Задания для самостоятельного решения 

Вариант 1 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  116 23  xxy  на отрезке 

 3;1 . 

2. Сумма двух положительных чисел равна 18. 
Найдите наибольшее из возможных значений 
их произведения. 

Вариант 2 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  193 23  xxxy  на отрезке 

 2;2 . 

2. Сумма катетов прямоугольного треугольника 
равна 16. Найдите наименьшее из возможных 
значений его гипотенузы. 

Вариант 3 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  2453 23  xxxy  на отрезке 

 3;1 . 

2. Площадь прямоугольника  равна 36. Найдите 

наименьшее из возможных значений его 
периметра. 

Вариант 4 
1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  14753  xxy  на отрезке  6;2

. 
2. Произведение двух положительных чисел 

равно 100.  Найдите наименьшее из 
возможных значений их суммы.  

Вариант 5 

1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  8156 23  xxxy  на отрезке 

 1;2 . 

2. Периметр прямоугольника равен 28. Найдите 

наибольшее из возможных значений его 

диагонали. 

Вариант 6 

1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции  2159 23  xxxy  на отрезке 

 3;2 . 

2. Периметр прямоугольника равен 12. Найдите 

наибольшее из возможных значений его 

площади.  

 

 

 

 

 

Практическое занятие 7 

Вычисление неопределенных и определенных интегралов 

Теоретические сведения 

Неопределённым интегралом от функции  xf  на интервале  ba ;  называется 

множество всех первообразных функции  xf  на этом интервале, то есть таких функций, 

производные которых равны функции  xf . 

Так как любые две первообразные данной функции отличаются друг от друга только 

постоянным   слагаемым, то  

     CxFdxxf , если    xfxF  , constC   (это символическая запись 

определения). 

На практике при вычислении неопределенного интеграла часто используют 

приведенные ниже свойства: 
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(1)         dxxfcxfc , если constc   

(2)               dxxfdxxfdxxfxf 2121  

Определение определенного интеграла здесь не приводится, потому что на практике 

при его   вычислении используется не определение, а формула Ньютона-Лейбница: 

       

b

а

b

а aFbFxFdxxf )()()()(      (3). 

Эта формула справедлива, если функция   xf  непрерывна на отрезке  b;a  и  xF – 

одна из её первообразных на этом отрезке.   

При вычислении как неопределенных, так и определенных интегралов используют 

приведенную ниже таблицу первообразных. 

Первообразные некоторых элементарных функций 

Данная 

функция  xf  

Первообразная 

 xF  

Данная 

функция 

 xf  

Первообразная 

 xF  

Данная 

функция 

 xf  

Первообразная 

 xF  

1 x  
xx 2

1

 xxx 
3

2

3

2
2

3

 
xsin2

1
 ctgx  

constc,c   xc   33

1

xx   
33

4

4

3

4

3
xxx   xtg  xcosln  

px , 1p  
1

1





p

x p
 xe  

xe  xctg  xsinln  

1xx   
2

2x
 

xa   

10  a,a  aln

a x
 

21

1

x
 xarcsin  

2x  
3

3x
 xsin  xcos  

21

1

x
 xtgarg  

3x  
4

4x
 xcos  xsin  

22

1

xa 
 

a

x
arcsin  

x
x

11 
 xln  

xcos 2

1
 tgx  

22

1

xa 
 

a

x
arctg
a

1
 

Методы вычисления интегралов 

 Основных методов вычисления неопределенных интегралов три: непосредственное 

интегрирование, интегрирование подстановкой (методом замены переменной) и 

интегрирование по частям. В сложных случаях приходится при вычислении интеграла 

использовать все эти методы. 

Основных методов вычисления определенных интегралов тоже три: интегрирование 

(непосредственно) по формуле Ньютона-Лейбница, интегрирование подстановкой и 

интегрирование по частям.  

Вычисление неопределенного интеграла непосредственным интегрированием 
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Непосредственное интегрирование ‒ это такой метод вычисления неопределенного 

интеграла, при котором данный интеграл сводят к алгебраической сумме табличных 

интегралов путем преобразования подынтегральной функции и применения свойств (1) и (2). 

Пример 1.  Вычислить интеграл    dxxx 4123 2 . 

Решение. 

    dxxdxdxxdx)(dxxdxxdxxx 1412341234123 222  

.CxxxCx
xx

 464
2

12
3

3 23
23

 

 

Ответ:   .Cxxxdxxx  464123 232  
  

Пример 2. Вычислить интеграл   dxxx 235 . 

Решение.     .C
ln

dxdxdxdxdx
x

xxxxxxxx   45

45
4595953535 22

 

Ответ: .C
ln

dx
x

xx  45

45
35 2

 

Пример 3. Вычислить интеграл .dx
xsinxcos

xcos
 

2
 

Решение.  
  
 












dx

xsinxcos

xsinxcosxsinxcos
dx

xsinxcos

xsinxcos
dx

xsinxcos

xcos 222
 

    CxcosxsinCxcosxsindxxsindxxcosdxxsinxcos   . 

Ответ: .Cxcosxsindx
xsinxcos

xcos



2

 

Пример 4. Вычислить интеграл      dxxtg 23 . 

Решение.       .Ctgxxdx
xcos

dxxtgdxxtg 







  2

1
2123

2

22  

Ответ:    .Ctgxxdxxtg 23 2  

Вычисление неопределенного интеграла подстановкой 

 Алгоритм вычисления неопределенного интеграла подстановкой рассмотрим на 

конкретном примере (все рассуждения носят общий характер). 
 

Пример 5. Вычислить интеграл    dxxxJ  
72 53  

Решение 

1. Ввести новую переменную: 53 2  xt . 

2. Найти дифференциал новой переменной:     


 dxxdxxdt 02353 2
 

dxxdt  6 . 

3. Из полученного равенства найти дифференциал старой переменной: 
x

dt
dx

6
 . 

4. Произвести замену переменной под знаком интеграла: 

    dtt
x

dt
xtdxxxJ 7772

6

1

6
53 . 

5. Вычислить интеграл от новой переменной: CtC
t

dttJ  
8

8
7

48

1

86

1

6

1
. 
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6. Произвести обратную замену  переменной в выражении первообразной: 

  CxCtJ 
828 53

48

1

48

1
. 

Ответ:     CxdxxxJ  
8272 53

48

1
53 . 

Замечание 1. Решение упражнения без словесных пояснений выглядит так: 

  
x

dt
dxdxxdtdxxdtxt

'

6
65353 22  

       .CxC
t

dtt
x

dt
xtdxxxJ

82
8

7772 53
48

1

86

1

6

1

6
53  

Замечание 2. Из равенства dxxdt  6  можно сразу найти выражение dtdxx
6

1
 .  

Тогда        CxC
t

dttdttdxxxJ
82

8
7772 53

48

1

86

1

6

1

6

1
53 . 

 

 Пример 6. Вычислить интеграл    
dx
xsin

xcos
21

. 

Решение.  
xcos

dt
dxdxxcosdtdx)x(sindtxsint  

.CxsinarctgCtgtarg
t

dt

xcos

dt

t

xcos
dx
xsin

xcos








  2222 111
 

 

Ответ: .Cxsinarctgdx
xsin

xcos


 21
 

Вычисление неопределенного интеграла по частям 

Если подынтегральная функция является произведением двух функций, то интеграл 

иногда можно вычислить «по частям». Интегрированием по частям называется вычисление 

интеграла по формуле 

(4)                  xduxvxvxuxdvxu  

где   xu   и   xv  – непрерывно дифференцируемые функции.  

С помощью этой формулы вычисление интеграла     xdvxu  сводится к вычислению 

интеграла     xduxv . Применение метода целесообразно в тех случаях, когда последний 

интеграл либо проще исходного, либо ему подобен. При этом за  xu  принимается функция, 

которая при дифференцировании упрощается, а за  xdv  – та часть подынтегрального 

выражения, интеграл от которой известен или может быть найден. 

Так, при вычислении интегралов вида   dxexP x ,   dxxsinxP ,   dxxcosxP , где 

 xP  – многочлен, следует принять    xPxu  , тогда соответственно   dxexdv x ,  

  dxxsinxdv   или    dxxcosxdv  . 

При вычислении интегралов вида   dxxlnxP ,   dxxarcsinxP ,   dxxarccosxP  

следует принять соответственно    xlnxu  ,    xarcsinxu    или    xarccosxu  , а  

   dxxPxdv  . 

Пример 7.  Вычислить интеграл:    dxxsinxJ 56 . 

Решение.  Пусть   56  xxu ,   dxxsinxdv  .  
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Тогда      dxxxdu


 56     dxxdu 6 ,   Cxcosdxxsinxv   .  

Так как в формуле (1) нужна какая-нибудь одна функция  xv , положим, например,  

0C , тогда   xcosxv  . 

По формуле (***) находим: 

           .CxxcosxdxxcosxcosxdxxcosxcosxdxxsinxJ   66566565656
 

Ответ:   .CxxcosxJ  665  

Пример 8.  Вычислить интеграл:    dxxlnxxJ 5127 3 . 

Решение. Пусть   xlnxu  ,    dxxxxdv 5127 3  . Тогда     dxxlnxdu


    

  dx
x

xdu
1

 ,      Cx
xx

dxxxxv   5
2

12
4

75127
24

3
.    При 0C  получаем 

  xxxxv 56
4

7 24  . 

По формуле (***) находим: 

.CxxxxlnxxxCx
xx

xlnxxx

dxxxxlnxxxdx
x

xxxxlnxxxxlnJ
































































 

53
16

7
56

4

7
5

2
6

44

7
56

4

7

56
4

7
56

4

71
56

4

7
56

4

7

2424
24

24

3242424

 

Ответ: .CxxxxlnxxxJ 







 53

16

7
56

4

7 2424  

Пример 9*.  Вычислить интеграл:  dxxcoseJ x . 

Решение.   Пусть   xcosxu  ,   dxexdv x .  Тогда   dxxsinxdu  ,   xexv  . 

По формуле (3) находим:    dxexsinexcosdxexsinexcosJ xxxx

  . 

Интеграл   dxxsineJ x

1  подобен исходному. Вычислим его также по частям.  

Пусть   xsinxu 1 ,   dxexdv x1 .  Тогда   dxxcosxdu 1 ,   xexv 1 ,  

JexsindxexcosexsinJ xxx  1 . 

Тогда JexsinexcosJ xx     
xx exsinexcosJ 2      CexsinxcosJ x 

2

1
. 

Ответ:   CexsinxcosJ x 
2

1
. 

Вычисление определенного интеграла по формуле Ньютона-Лейбница 

 

b

а

b

а aFbFxFdxxf )()()()(  

Пример 10. Вычислить интеграл   .dxxx 

3

1

2 5146  

Решение.     









3

1

23

3

1

233

1

2 5725
2

14
3

65146 xxxx
xx

dxxx  

          601563545721597272151712353732 2323 

. 



 31  

Ответ:   .dxxx 

3

1

2 65146  

Пример 11. Вычислить интеграл  .
x

dx




1

0

21

8
 

Решение.   


20
4

80188
1

8
1

8 1

0

1

0

2

1

0

2














  arctgarctgxarctg
x

dx

x

dx
.  

Ответ: .
x

dx
 



1

0

2
2

1

8
 

Пример 12. Вычислить интеграл  .xx 

8

0

3 25  

Решение. 












8

0

3

2
2

1
3

2
1

8

0

3

2
1

8

0

3

2
1

8

0

3

2

1

8

0

3 2

3

2
2:5

1
3

2
1

55555 x
x

dxxdxxdxxxdxxx  

     
8

1
478

8

3825
255

8

15
1256

8

15
12

8

15
12

8

15
12

8

3
518

3

8
:5 83

8
3

3

2
233

2
2

3

2
2











































. 

Ответ: 125478
1

8
1

0

2
,

x

dx


 . 

Вычисление определенного интеграла подстановкой 

Алгоритм вычисления определенного интеграла подстановкой рассмотрим на 

конкретном примере (все рассуждения носят общий характер). 

Пример 13. Вычислить интеграл    

e

x

dx
xlnJ

1

5
32 .  

1. Ввести новую переменную: 32  xlnt  

2. Найти дифференциал новой переменной:   dxxlndt 


 32   dx
x

dt 







 0

1
2  

x

dx
dt  2 . 

3. Из предыдущего равенства выразить дифференциал старой переменной: 
2

dtx
dx


 .  

В данном случае удобнее сразу получить 
2

dt

x

dx
 . 

4. Найти новые пределы интегрирования: 

 3302312  lntн ,  131232  elntв . 

5. Произвести замену переменной под знаком интеграла и замену пределов 

интегрирования:    

1

0

5

1

5

2
32

dt
t

x

dx
xlnJ

e

. 

6. Вычислить интеграл от новой переменной по формуле Ньютона – Лейбница (к старой 

переменной возвращаться не нужно):  
8

1

8

0

8

1

842

1

2

44
1

0

4
1

0

41

0

5  
ttdt

tJ . 
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Ответ: 
8

1
J . 

Вычисление определенного интеграла по частям 

Если подынтегральную функцию можно представить в виде произведения двух 

функций, то определенный интеграл можно вычислить по формуле  

            

b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu . 

  Пример 14.  Вычислить интеграл    

e

dxxlnxx
1

2 624 . 

Решение.  Обозначим    xlnxu  ,      dxxxxdv  624 2
.   

Тогда      dxxlnxdu 


 , или   dx
x

xdu 
1

;  
2

6
3

24
23 xx

xv   (считаем 0С ), или  

  23 38 xxxv  . 

Теперь по формуле (**) получаем: 

       
e

e
e

dx
x

xxxlnxxdxxlnxx
1

23

1

23

1

2 1
3838624  

       
e

dxxxlnelnee
1

22323 381131838   









e

xx
ee

1

23
23

2
3

3
8011138

6

25

2

3

3

16

2

3

3

8

2
3

3
8

2
6

3
24 23

2323

 ee
eeee

. 

Ответ: 
6

25

2

3

3

16 23  eeI . 

Задания для самостоятельного решения 

1 – 4. Вычислить интегралы 

5. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

Вариант 1 

1. dxx
xsin

e x 







 76

5
3 8

2
 

2.   dxx 
12

65  

3.   dxex x

  32  

4.  




3

2

5
43 dxx . 

5.  5120 2  x,x,xy,y  

Вариант 2 

1. dxxxcos
x









 143

2 7  

2. dxe x


162  

3.   dxxsinx  54  

4.  




5

1

4
32 dxx  

5.  
6

00


 x,x,xsiny,y  

Вариант 3 

1. dxx
x

xsin 







 42

7
4 5

 

2. dx
x  59

8
 

3.   dxxcosx 16  

Вариант 4 

1. dxx
xcos

x

 







 65

8
4 3

2
 

2.  dxxsin  327  

3.   dxxlnx  45  
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4.  




1

2

3
56 dxx  

5.  71
7

0  x,x,
x

y,y . 

4.  




3

4

2
14 dxx  

5.  
3

00


 x,x,xcosy,y . 

Вариант 5 

1. dxxxsin
x 











483

1

6
2

 

2. dx
x


 35

20
 

3.   dxxcosx 17  

4.  




1

3

5
25 dxx  

5.  200 3  x,x,xy,y . 

Вариант 6 

1. dxxe
x

x

 















975

1

6 2

2
 

2. dx
x


 35

20
 

3.   dxex x

  25  

4.  




2

3

5
17 dxx  

5.  400  x,x,xy,y . 

Практическое занятие 8 

Применение интегралов к решению геометрических и физических задач 

Теоретические сведения 

1-A. При вычислении площадей плоских криволинейных фигур используется теорема 

о геометрическом смысле определенного интеграла: если функция  xf  непрерывна и 

принимает неотрицательные значения при  bax ; , то площадь криволинейной трапеции, 

ограниченной линиями 0y ,  xfy  , ax  , bx  , можно вычислить по формуле 

  dxxfS

b

a

  . 

1-B. Если данную фигуру можно разделить отрезками, параллельными оси ординат, 
на несколько частей, каждая из которых является криволинейной трапецией, то площадь 
фигуры можно найти как сумму площадей этих криволинейных трапеций. 

1-C. Если фигура ограничена линиями  xfy 1 ,  xfy 2 , ax  , bx  , причем при 

 bax ;  функции  xf1  и  xf2  непрерывны и удовлетворяют условию    xfxf 21  , то 

площадь данной фигуры можно вычислить по формуле      

b

a

dxxfxfS 21  (функции 

 xf1  и  xf2  могут принимать и отрицательные значения при  bax ; ). 

2. Если тело движется прямолинейно со скоростью  tvv  , причем функция  tv  

непрерывна и принимает неотрицательные значения при  bat ; , то путь, пройденный 

телом за промежуток времени  ba; , можно вычислить по формуле     dttvS

b

a

ba  ; , а 

среднюю скорость тела за промежуток времени  ba;   по формуле  
 

ab

S
v

ba

baср



;

; . 

3. Если сила тока в данный момент времени t равна   tII  , причем функция  tI  

непрерывна и  принимает неотрицательные значения при  bat ; , то количество 

электричества, протекающего через поперечное сечение проводника за промежуток времени 

 ba; , можно вычислить по формуле     dttIq

b

a

ba  ; , а среднюю силу тока за промежуток 

времени  ba;   по формуле  
 

ab

q
I

ba

baср



;

; . 
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Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 0y , 24  xy , 

1x , 3x . 

Решение.  Так как 024 x  при  31  x , то 

   
  






































 12
5

1
32

5

3
2

5
2

55
3

1

53

1

4 x
x

dxxS

 

8562266482
5

1
6

5

243
,,, 








 . 

Ответ: 2856 ед,S  . 

Пример 2. Найти площадь фигуры ограниченной линиями .54,0 2  xxyy  

Решение.  Абсциссу точки пересечения данных кривых 

найдём, решив систему уравнений  








.54

,0

2 xxy

y
 

Приравняв правые части уравнений, получаем уравнение 

,0542  xx  откуда находим, что 11 x ,    52 x . 

 Так как на отрезке  5;1  выполняется условие 

540 2  xx , то площадь данной фигуры вычислим в 
соответствии с указанием 1-C. 

   






















4

1

2
3

4

1

234

1

2 52
3

5
2

4
3

540 xx
x

x
xx

dxxxS  

 
    .

3

1
333

3

1
52

3

1
2152

3

1
2032

3

64
1512

3

1
4542

3

4 2
3

2
3















































 

Ответ: 
3

1
33S  

2ед . 

 

Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

.x,x/у,ху,y 880   

Решение. Координаты точек пересечения 

кривых xy   и x/y 8  найдем, решив систему 

уравнений 








.x/y

,xy

8
    

Получаем:  

   3
3

28
8

xxx
x

x  

 .;Nyxx 2424422 2 

 

Площадь данной фигуры найдем как сумму площадей криволинейных трапеций OM4  

и  4MN8.  Получаем:       

  .xx
x

dxxdxxS
3

16
8

3

2
0044

3

2

3

2

2

1
1

4

0

4

0

2

1
1

4

0

2

14

0

1    

                      y 

 

 24  xy  

           

 

 

        

                             -1       5            x 
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    M               y 

 

 

 
 

                      B 

 

                            N 

 
                                A 

        -4       O       2        x          

.lnln)ln(lnxlndx
x

S 28
4

8
84888

8 8

4

8

4

2      28
3

16
21 lnSSS  . 

Ответ: 28
3

16
lnS  2ед . 

Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  .28,2 xyxy                       

Решение. Прямую xy 28  построим по ее точкам, принадлежащим осям координат. 

При 0x  получаем 8028 y . При 0y  получаем 

028  x ,  

откуда находим, что 4x . 

Таким образом, прямая xy 28  проходит через точки )0;4(A  

и )8;0(B . 

Точки пересечения параболы 2xy   и прямой xy 28  

найдем, решив 

 систему уравнений 








.28

,2

xy

xy
 

 

Решив уравнение xx 282  , или 0822  xx , находим 

2,4 21  xx . Тогда 16)4( 2

1 y , 422

2 y . 

Параболу 
2xy   можно построить по точкам  )16;4(M , )4;2(N  и )0;0(O . 

Так как данная фигура ограничена графиками функций 
2xy   и  xy 28  и при 

 2;4x  выполняется условие  228 xx   (случай 1-B), то площадь фигуры найдем по 

формуле 

           
 














 






















 3

4
448

3

2
228

3
828

3
2

3
2

2

4

3
2

2

4

2

21

x
xxdxxxdxxfxfSS

b

a

 

.362460
3

72
60

3

64
48

3

8
12

3

64
1632

3

8
416 

















  

Ответ: 36S  
2ед . 

Пример 5. Тело движется прямолинейно со скоростью   2648 tttv  . Найти 

среднюю скорость тела за время от начала движения до остановки. 

Решение.  Момент остановки тела найдем, решив уравнение   0tv .  

Получаем: 0648 2  tt      086  tt    0t  или 8t .  

В момент 0t с  тело начало двигаться, в момент 8t с  тело остановилось.  

Найдем путь, пройденный телом за время от 0с до 8с.  

      v 
           2648 ttv   

 

 
 

 

 
 

 

      0                 8       t 
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По графику функции   2648 tttv   видно, что при  80;t  выполняется условие  

  0648 2  tttv , поэтому  

      







 

8

0

32

8

0

328

0

2

80 224
3

6
2

48648 tt
tt

dtttS ;
 

    51210241536512264240202482824 3232  (м). 

Средняя скорость тела за время от 0с до 8с    
   с/м
S

v
;

; 64
8

512

8

80

80ср  . 

Ответ:    с/мv ; 6480ср  . 

Задания для самостоятельного решения 

 

Вариант 1 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy,y  20 3
. 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  2324 tttv  . Найти среднюю скорость 

тела за первые 2 секунды движения. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 23 . 

Найти среднюю силу тока за время 








4
;0


. 

Вариант 2 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy,y  20 . 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  ttv 424 . Найти среднюю скорость 

тела за 3 секунды до остановки. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 52 . 

Найти среднюю силу тока за время 








10
;0


. 

Вариант 3 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy,x  20 3
. 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  2318 tttv  . Найти среднюю скорость 

тела за время от начала движения до 

остановки. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 65 . 

Найти среднюю силу тока за время 








6
;0


. 

Вариант 4 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy  3
. 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  2324 tttv  . Найти среднюю скорость 

тела за первые 2 секунды движения. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 34 . 

Найти среднюю силу тока за время 








6
;0


. 

Вариант 5 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy  22
. 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  2312 tttv  . Найти среднюю скорость 

тела за 2 секунды до остановки. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 46 . 

Найти среднюю силу тока за время 








8
;0


. 

Вариант 6 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями xy,xy  . 

2. Тело движется прямолинейно со скоростью 

  ttv 212 . Найти среднюю скорость 

тела за время от начала движения до 

остановки. 

3.  Сила тока в момент  равна   tsintI 35 . 

Найти среднюю силу тока за время 








3
;0


. 

Практическое занятие 9 

Решение дифференциальных уравнений 

Дифференциальное уравнение n-го порядка в общем случае имеет  вид 
   0 ny,...,y,y,y,xF , где  xy  – искомая функция. Общее решение дифференциального 

уравнения  n-го порядка содержит  n произвольных постоянных, то есть имеет вид 

 nc,...,c,c,xfy 21 . Давая постоянным nc,...,c,c 21  различные конкретные значения, из 
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общего решения получают различные частные решения. Чтобы постоянные nc,...,c,c 21  

можно было найти однозначно, задают дополнительные  условия, например условия вида 

  00 yxy  ,   00 yxy  ,   00 yxy  , … ,     1

00

1   nn yxy  . 

Рассмотрим методы решения дифференциальных уравнений, входящих в программу 

изучаемого курса математики. 

1. Простейшие дифференциальные уравнения первого порядка 

Это дифференциальные уравнения вида  xfy  , где  xy  ‒ искомая функция,  xf  ‒ 

данная функция. Общее решение такого уравнения можно найти интегрированием правой 

части:     dxxfy , или    CxFy  . 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравнения 2
5

2

xcos

y . 

Решение:    







 dx
xcos

y 2
5

2
   Cxxtgy  25 . 

Ответ: Cxxtgy  25 . 

Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения x
x

y 8
6
 , 

удовлетворяющее начальному условию   31 y . 

Решение 

 1. Находим общее решение уравнения:  







 dxx
x

y 8
6

   Cxxlny  246 . 

2. Используя начальное условие, находим значение C: 

  31 y   Cln  214163   C 4063  C 43  1C . 

3. Подставляя найденное значение 1C  в общее решение Cxxlny  246 , 

получаем искомое частное решение 146 2  xxlny . 

Ответ: 146 2  xxlny . 

2. Дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными 

Это дифференциальные уравнения вида      021  yfxf , где  xy  ‒ искомая функция, 

 xf1  и  xf2  ‒ данная функция. Общий интеграл такого уравнения находят в виде  

    Cdyyfdxxf   21 , или     CyFxF  21 . Если полученное уравнение можно решить 

относительно переменной y, то из общего интеграла     CyFxF  21  получают общее 

решение  C,xyy  . 

Пример 3. Найти общее решение дифференциального уравнения    yxy  82 . 

Решение.  Данное уравнение является дифференциальным уравнением первого 

порядка с разделяющимися переменными, так как его можно привести к виду 

    021  yfxf : 

  yxy  82         yx
dx

dy
 82        dxyxdy  82        

  dxx
y

dy
 82    
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   dxx
y

dy
82          dxx

y

dy
82

2
2        Cxxy  82 2

   

2
2

4
2 








 Cx

x
y . 

Ответ: 

2
2

4
2 








 Cx

x
y . 

 

3. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого порядка 

Это дифференциальные уравнения вида   0 yxpy , где  xp  – данная функция, 

 xy  –  искомая функция. Его общее решение можно представить в виде  xPeCy  , где  xP  

– какая-нибудь первообразная функции  xp , C – произвольная константа. 

Пример 4.  Найти общее решение дифференциального уравнения  0
1

5
2




 y
x

y . 

Решение.  Так как  
21

5

x
xp


 , то   xarctgxP  5 , тогда   xarctgxP  5 , 

поэтому общее решение данного уравнения имеет вид 
xarctgeCy  5
. 

Ответ: 
xarctgeCy  5
. 

Пример 5. Найти частное решение дифференциального уравнения 0
2


x

y
y ,     

удовлетворяющее условию    121 y . 

Решение.  Найдем сначала общее решение данного уравнения. 

Так как  
x

xp
2

1
 , то   xxP  ,   xxP  , то есть общее решение имеет вид 

xeCy  . 

Теперь найдем конкретное значение величины C , для чего используем данное 

условие   121 y : 

  121 y 
112  eC 

112  eC 
e

C
1

12    eC 12 . 

Подставив найденное значение eC 12  в общее решение 
xeCy  , получим 

искомое частное решение 
xeey  12 , или 

xeey  112 , или 
xey  112  

Ответ: 
xey  112 . 

4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения первого порядка 

Это дифференциальные уравнения вида    xqyxpy  , где  xp  b  xp  – данные 

функции,  xy  –  искомая функция. Решение такого уравнения рассмотрим сразу на 

конкретном примере. 

Пример 6. Найти общее решение дифференциального уравнения  

xcosey
x

y x 5
2

1
. 

Решение. Общее решение данного уравнения будем искать  в виде vuy  .  

Тогда vuvuy  . Подставив эти выражение в данное уравнение, получаем: 

xcosevu
x

vuvu x 5
2

1
, или xcosevuvu

x
u x








 5

2

1
. 
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Функцию  xuu   найдем как частное решение однородного дифференциального 

уравнения первого порядка 0
2

1
 u

x
u . Так как  

x
xp

2

1
 , то   xxP  , поэтому 

xeu  .  

Подставив функцию xeu   в уравнение xcosevuvu
x

u x







 5

2

1
, 

приведем его к виду xcosevev xx   50 , откуда находим:  xcosv 5    

  dxxcosv 5    Cxsinv  5 . 

Тогда  Cxsinevuy x   5 . 

Ответ:  Cxsiney x   5 . 

5. Простейшие дифференциальные уравнения второго порядка 

Это дифференциальные уравнения вида  xfy  , где  xy  ‒ искомая функция,  xf  ‒ 

данная функция. Общее решение такого уравнения можно найти повторным 

интегрированием правой части:     1C,xydxxfy   ,     211 C,C,xydxC,xyy   . 

Пример 7. Найти общее решение дифференциального уравнения 345 2  xxsiny . 

Решение.      dxxxsindxyy 645 2    1

3

6
3

45 Cx
x

xcosy  ; 

  







 dxCxxxcosdxyy 1

3 6
3

4
5       21

24

2
6

43

4
5 CxC

xx
xsiny  / 

Ответ: 21

2
4

3
3

5 CxCx
x

xsiny  . 

6. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с 
постоянными    коэффициентами  

 Это дифференциальные уравнения вида  0 ycybya , где  xy  –  искомая 

функция,  a, b, c – действительные числа. Общее решение такого уравнения можно найти, 
используя приведенный    алгоритм. 

1. На множестве комплексных чисел найти корни 1k  и 2k  характеристического 

уравнения данного дифференциального уравнения   02  ckbka :  
a

acbb
k .

2

42

21


 . 

2. Записать общее решение уравнения  0 ycybya : 

а) если 1k  и 2k  – действительные числа и 21 kk  , то 21

21

kk
eCeCy  ; 

б) если 1k  и 2k  – действительные числа и kkk  21 , то  xCCey k  21 ; 

в) если 1k  и 2k  – комплексные числа вида ik ,  21 , то 

 xsinCxcosCey x   

21 . 

Пример 8.   Найти общее решение дифференциального уравнения 02635  yyy . 

Решение.   

1. Найдем корни характеристического уравнения 02635 2  kk : 

 
10

233

10

5293

52

265433 2

21










,k    2

10

233
1 


k , 

62
10

233
2 ,k 


 . 
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2. Так как корни  21 k  и  622 ,k   характеристического уравнения  – действительные 

и неравные числа, то его общее решение имеет вид 
xkxk

eCeCy 21

21  , или 
x,x eCeCy 62

2

2

1

 . 

 Ответ: x,x eCeCy 62

2

2

1

 . 

Пример 9.  Найти общее решение дифференциального уравнения 

0366025  yyy . 

Решение 

1. Найдем корни характеристического уравнения 0366025 2  kk : 

5

6

50

060

50

060

252

362546060 2

21 









,k   

2. Так как корни  
5

6
21  kk  характеристического уравнения  – действительные 

равные числа, то его общее решение имеет вид  xCCey xk  21 , или  xCCey 


21
5

6

. 

 Ответ:  xCCey 


21
5

6

. 

Пример 10.  Найти общее решение дифференциального уравнения 026112  yyy

. 
Решение 

1. Найдем корни характеристического уравнения 0261122  kk : 

ik ,  15612256225626166 2

21  . 

2. Так как корни характеристического уравнения  – комплексные числа вида 

ik ,  21 , то общее решение дифференциального уравнения имеет вид  

 xsinCxcosCey x   21 . 

В данном случае ik ,  15621 , то есть 6 , 15 , поэтому 

 xsinCxcosCey x 1515 21

6  . 

Ответ:  xsinCxcosCey x 1515 21

6  . 

Пример 11.  Найти частное решение дифференциального уравнения  036  yy , 

удовлетворяющее условиям    70 y ,   240 y . 

Решение 

1. Найдем корни характеристического уравнения 0362 k :  

362 k  ik ,  61363621  . 

2. Так как корни характеристического уравнения  – комплексные  числа вида 

ik ,  21 , то     общее решение дифференциального уравнения имеет вид  

 xsinCxcosCey x   21 . 

В данном случае ik ,  6021 , то есть 0 , 6 , поэтому общее решение 

уравнения имеет вид  xsinCxcosCey x 66 21

0  
, или  xsinCxcosCy 66 21  . 

3. Найдем значения величин 1C  и 2C , для чего используем данные начальные условия. 

Из условия   70 y  и общего решения xsinCxcosCy 66 21   получаем: 

 xsinCxcosC  007 21    017 21  CC    71 C . 

Чтобы использовать второе начальное условие, найдем сначала первую производную 

функции xsinCxcosCy 66 21  :      

         








 xxcosCxxsinCxsinCxcosCy 666666 2121   

xcosCxsinCy 6666 21  . 
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Теперь из условия   240 y  и уравнения xcosCxsinCy 6666 21   получаем: 

060624 21 cosCsinC       160624 21  CC    2624 C\     42 C . 

4. Подставив найденные значения  71 C  и 42 C  в общее решение 

xsinCxcosCy 66 21  , получим искомое частное решение: xsinxcosy 6467  . 

Ответ: xsinxcosy 6467  . 

Задания для самостоятельного решения 

1. Найти общее решение или общий интеграл дифференциального уравнения. 

2. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее данному 

условию. 

3. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

4. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее данным 

условиям. 

Вариант 1 

1. 0
2

1
5  dy

y
dxxcos  

2.   503 2  y,yxy  

3. 065  yyy  

4.     602004  y,y,yy  

Вариант 2 

1. 053 4  dyydxxsin  

2. 4
2

6 










y,yxsiny  

3. 0168  yyy  

4.     604009  y,y,yy  

Вариант 3 

1.   0
1

32
2

 dy
ycos

dxx  

2.   602  y,yxcosy  

3. 06112  yyy  

4.     35020025  y,y,yy  

Вариант 4 

1. 0
1

1
8

2

3 


 dy
y

dxx  

2.   1207 6  y,yxy  

3. 02110  yyy  

4.     8050016  y,y,yy  

Вариант 5 

1. 0
1

110

2



 dy

y
dx

x
 

2.   805  y,yxcosy  

3. 02510  yyy  

4.     6020049  y,y,yy  

Вариант 6 

1. 02  dyydxex  

2. 3
2

2 










y,yxsiny  

3. 0136  yyy  

4.     30030036  y,y,yy  

 

Практическое занятие 10 

Применение дифференциальных уравнений к решению прикладных задач 

Дифференциальные уравнения находят широкое применение в различных областях 

науки и техники. Мы рассмотрим несколько самых простых примеров их использования. 

Пример 1. Составить уравнение кривой, проходящей через точку  71;20M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в каждой ее точке  yxM ;  равен  1110 4  xk .  

Решение. Согласно геометрическому смыслу производной, угловой коэффициент 

касательной к кривой  xfy   в ее точке  yxM ;  равен  xfk  .  

Из равенств  xfk   и 1115 4  xk  следует, что   1115 4  xxf . 

Чтобы кривая  xfy   проходила через точку  71;20M , должно выполняться условие 

  172 f . 

Таким образом, задача свелась к нахождению частного решения дифференциального 

уравнения первого порядка   1115 4  xxf , удовлетворяющего условию   172 f . 
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1. Найдем сначала общее решение этого уравнения:       dxxfxf    

     dxxxf 1115 4
  

    Cx
x

xf  11
5

15
5

      Cxxxf  113 5  

2. Используя начальное условие, найдем значение константы C:    172 f     

  1721123 5  C     1722323  C     229617 C      57C . 

3. Подставляя найденное значение 57C  в общее решение   Cxxxf  113 5 , 

получаем искомое частное решение   57113 5  xxxf . 

Ответ: уравнение данной кривой имеет вид 57113 5  xxy . 

Пример 2.  Тело движется прямолинейно с ускорением   tta 610 . Найти закон 

движения тела, если к моменту сt 3  тело прошло путь мS 34  и имело скорость с/мv 9 . 

Решение.  Закон прямолинейного движения тела имеет вид    t;StSS 0 , где  tS  – 

путь (в метрах), пройденный телом за промежуток времени  t;0  от момента  0 секунд до 

момента t  секунд. Согласно физическому смыслу первой и второй производных,    tvtS   

– мгновенная скорость тела в момент t,     tatS   – мгновенное ускорение тела в момент t. 

 Из условия задачи следует, что   ttS 610 ,   342 S ,     522  Sv . 

Таким образом, закон движения тела можно найти как частное решение 

дифференциального уравнения второго порядка   106  ttS   (1), удовлетворяющее 

начальным условиям    342 S  (2)  и    92 S   (3). 

Получаем:       1

2

10
2

6106 Ct
t

dttdttStS   , или 

  1

2 103 CtttS        (4) 

      21

23

1

2

2
10

3
3103 CtC

tt
dtCttdttStS   , или 

  21

23 5 CtCtttS   (5).  

Функция   21

23 5 CtCtttS   является общим решением дифференциального  

уравнения  (1). 

Для нахождения значений постоянных  C1 и C2 используем начальные условия  (2) и 

(3).  

Из (5) следует:   212121

23 3183452733533 CCCCCCS  .  

В силу условия (2)     342 S , поэтому 34318 21  CC , или  163 21 CC . 

Из (4) следует:   11

2 3027310333 CCS  , или   133 CS  . 

В силу условия (3)     92 S , поэтому 139 C , или  61 C . 

Значения C1 и C2 можно найти, решив систему уравнений  








.C

,CC

6

163

1

21
 

Из первого уравнения системы находим: 6316316 12  CC , то есть   22 C . 

Подставив найденные значения  61 C  и 22 C в общее решение 

  21

23 5 CtCtttS   дифференциального уравнения (1), получаем его частное решение 

  265 23  ttttS , которое и является решением данной задачи.  

Ответ:   265 23  ttttS . 

Задания для самостоятельного решения 
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Вариант 1 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  8;10M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 52  xk . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   812  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 1 тело 

прошло путь мS 9  и имело скорость 

с/мv 3 . 

Вариант 2 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  7;20M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 

43 2  xk . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   212  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 3 тело 

прошло путь мt 62  и имело скорость 

с/мv 63 . 

Вариант 3 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  9;00M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 

53  xcosk . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   46  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 3 тело 

прошло путь мS 23  и имело скорость 

с/мv 18 . 

Вариант 4 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  7;00 M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 

33  xsink . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   106  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 2 тело 

прошло путь мt 28  и имело скорость 

с/мv 38 . 

Вариант 5 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  91;10M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 

7
1


x

k . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   218  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 2 тело 

прошло путь мt 19  и имело скорость 

с/мv 34 .  

Вариант 6 

1. Составьте уравнение кривой, проходящей 

через точку  6;10M , если угловой 

коэффициент касательной к этой кривой в 

каждой ее точке  yxM ;  равен 5
3

x

k . 

2. Тело движется прямолинейно с 

ускорением   418  tta . Найдите закон 

движения тела, если к моменту сt 1 тело 

прошло путь мt 7  и имело скорость 

с/мv 21 . 

 

Практическое занятие 11 

Вычисление вероятностей событий с использованием формул комбинаторики и 

теорем о вероятности суммы и произведения событий 

Теоретические сведения 

Определение. Вероятностью события A, связанного с некоторым опытом, 

называется число  
n

k
AP  , где n – число всех элементарных исходов опыта, k – число 

элементарных исходов опыта, благоприятствующих событию A. 

Замечание. Элементарными исходами опыта называются события равновозможные, 

попарно несовместные и образующие полную систему событий. Если вероятность события 

вычисляется по определению, то очень важно правильно описать полную систему 

элементарных исходов опыта. 

Следует помнить, что, поскольку nk 0 , то   10  AP . 

При вычислении вероятностей событий можно использовать также теоремы о 

вероятности суммы и произведения событий и теорему Бернулли. 
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Теорема 1. Вероятность суммы любых двух событий A и B вычисляется по формуле 

       BAPAPAPBAP  . 

Теорема 2. Если события A и B несовместные (то есть не могут произойти 

одновременно), то       APAPBAP  . 

Теорема 3. Если A  ‒ событие, противоположное событию A, то     1 APAP . 

Условной вероятностью события B после события A называется вероятность 

 B/AP  события B при условии, что событие A уже произошло.  

События A и B называются независимыми, если вероятность каждого из них не 

зависит от того, произошло или не произошло другое событие, то есть если    B/APAP   и 

   A/BPBP  . 

Теорема 4. Вероятность произведения любых двух событий A и B вычисляется по 

формуле          B/APBPA/BPAPBAP  . 

Теорема 5. Если  события A и B независимые, то      BPAPBAP  . 

Теорема 6 (теорема Бернулли). Пусть производится серия из n испытаний, в каждом 

из которых событие  A  происходит с одной и той же вероятностью   pAP  . Тогда 

вероятность того, что событие A произойдет точно k  раз, вычисляется по формуле Бернулли:  

    knkk

nn ppCkP


 1 . 

При подсчете числа исходов опыта применяют также понятия и формулы 

комбинаторики. 

Перестановками из n называются всевозможные упорядоченные n –элементные 
подмножества данного n –элементного множества. Любые две перестановки различаются 
только порядком расположения элементов. 

Число перестановок из n  вычисляется по формуле 

    12321  ...nnn!nPn . 

Размещениями из n по k  называются всевозможные упорядоченные k –элементные 
подмножества данного n –элементного множества. Любые два размещения различаются или 
набором элементов или порядком расположения элементов. 

Число размещений из n по k вычисляется по формуле  

     121  kn...nnnAkn . 

Сочетаниями из n по k  называются всевозможные k –элементные подмножества 
данного             n – элементного множества. Любые два сочетания различаются только 
набором элементов, порядком расположения элементов значения не имеет. 

Число сочетаний из n по k вычисляется по формуле  

     
k

kn...nnn

P

A
C

k

k

nk

n





21

121
. 

Рассмотрим теперь примеры вычисления вероятностей событий. 

Пример 1. Из колоды в 54 карты случайным образом вынимают  три карты. Найдите 

вероятность того, что все три карты старше десятки.  

Решение. Вычислим вероятность события A = «Все три карты старше десятки» по 

определению вероятности события, то есть по формуле  
n

k
AP  . 

Различными исходами опыта считаются только разные наборы карт,  порядок извлечения 

карт из колоды значения не имеет, поэтому число всех элементарных исходов опыта равно числу 

сочетаний из 54 по 3: 
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2480452539
321

5253543

54 



 Cn . 

Карт старше десятки  в колоде всего 16 (валет, дама, король и туз каждой из четырех 

мастей), порядок извлечения карт из колоды значения не имеет, поэтому число 

элементарных исходов опыта, благоприятствующих событию A,  равно числу сочетаний из 

20 по 3:  

114031920
321

1819203

20 



 Ck . 

Тогда вероятность события   0460
24804

1140
,

n

k
AP  . 

Ответ:   0460,AP  . 

Пример 2. Из колоды в 32 карты случайным образом вынимают  одну карту, смотрят 

на нее и возвращают в колоду. Опыт повторяют восемь раз. Найдите вероятность того, что 

точно три раза вынутая карта оказалась пиковой масти. 

Решение. Так как вынутую карту каждый раз возвращают в колоду, то вероятность 

события        A = «Вынута карта пиковой масти» в каждом испытании одна и та же: 

 
4

1
 pAP . Тогда по формуле Бернулли     knkk

nn ppCkP


 1  при 8n ,  3k , 
4

1
p  

находим:  

  2080
65536

243
56

4

3
56

4

3

4

1

321

678

4

1
1

4

1
3

8

553383

3

88 ,CP 











































. 

Ответ:   208038 ,P  . 

Пример 3. Два студента независимо друг от друга идут на занятия в колледж. 

Вероятность того, что первый студент придет на занятия вовремя, равна 0,9. Вероятность 

того, что второй студент придет на занятия вовремя, равна 0,6. Найти вероятности событий: 

B = «Оба студента придут на занятия вовремя»,  

C = «Хотя бы один студент придет на занятия вовремя», 

D = «Точно один студент придет на занятия вовремя». 

Решение. Введем в рассмотрение события:  A1 = «Первый студент придет на занятия 

вовремя»,  

A2 = «Второй студент придет на занятия вовремя».   По условию задачи,   901 ,AP  , 

  602 ,AP  . 

Тогда 21 AAB  , 21 AAC  , 2121 AAAAD  . 

Так как события A1  и  A2  независимые, то 

        54060902121 ,,,APAPAAPBP  . 

Так как события A1  и  A2  совместные, то 

          9605406090212121 ,,,,AAPAPAPAAPCP  . 

Чтобы вычислить вероятность события D, введем в рассмотрение события 

1A = «Первый студент не придет на занятия вовремя»,  

2A  = «Второй студент не придет на занятия вовремя». 

Эти события являются противоположными событиям A1  и  A2 , поэтому  

     109011 11 ,,APAP  ,     406011 22 ,,APAP  . 

Поскольку события 21 AA   и 21 AA   несовместные, а события A1  и 2A ,  1A  и A2 

независимые, то              21212121 APAPAPAPAAPAAPDP  ,  или  

  042060104090 ,.,,,DP  . 
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Ответ:   540,BP  ,    960,CP  ,    0420,DP  . 

Задания для самостоятельного решения 

Вариант 1 

1. Из колоды в 36 карт случайным образом 

вынимаются три карты. Найдите вероятность 

того, что все три карты пиковой масти.  

2. Производится 5 выстрелов по мишени. 

Вероятность попадания при каждом 

отдельном выстреле 0,9. Найдите вероятность 

точно четырех попаданий. 

3-5. Для сигнализации об аварии 

установлены два независимо работающих 

сигнализатора. При аварии первый 

сигнализатор срабатывает с вероятностью 

0,9, а второй с вероятностью 0,8. Найдите 

вероятность того, что при аварии: 

3)  сработают оба сигнализатора; 

4) сработает хотя бы один 

сигнализатор; 

5) сработает точно один сигнализатор. 

Вариант 2 

1. Из колоды в 32 карты случайным 

образом вынимаются четыре карты. Найдите 

вероятность того, что все карты старше 

девятки.  

2. Производится 7 бросков в баскетбольную 

корзину. Вероятность попадания при каждом 

отдельном броске 0,8. Найдите вероятность точно 

двух попаданий. 

3-5. В тестовое задание включены 2 

вопроса, случайно выбранные из двух 

разделов программы. На вопрос из первого 

раздела студент ответит с вероятностью 0,7, 

из второго ‒ с вероятностью 0,4. Найдите 

вероятность того, что студент: 

3)  ответит на оба вопроса; 

4) ответит хотя бы на один вопрос; 

5) ответит точно на один вопрос. 

Вариант 3 

1. Из колоды в 52 карты случайным образом 

вынимаются две карты. Найдите 

вероятность того, что обе карты являются 

тузами.  

2. Производится 6 выстрелов по мишени. 

Вероятность попадания при каждом 

выстреле 0,7. Найдите вероятность точно 

трех попаданий. 

3-5. Из двух ящиков случайным образом 

вынимают по одной детали. Деталь из 

первого ящика стандартная с вероятностью 

0,9, из второго ящика с вероятностью 0,95. 

Найдите вероятность того, что: 

3)  обе детали стандартные; 

4) хотя бы одна деталь стандартная; 

5) точно одна деталь стандартная. 

Вариант 4 

1. Из колоды в 52 карты случайным 

образом вынимаются четыре карты. Найдите 

вероятность того, что каждая из карт старше 

валета.  

2. В тесте 5 вопросов. К каждому вопросу 

дано 4 ответа, один из них верный. Студент 

выбирает ответы случайным образом. Найдите 

вероятность того, что студент верно ответит 

точно на 3 вопроса. 

3-5. Два студента решают задачу. Первый 

студент решит задачу с вероятностью 0,8, второй 

с вероятностью 0,5. Найдите вероятность того, что 

при аварии: 

3) оба студента решат задачу; 

4) хотя бы студент решит задачу; 

5) точно один студент решит задачу. 

Вариант 5 

1. Из колоды в 32 карты случайным образом 

вынимаются две карты. Найдите 

вероятность того, что все обе карты не 

старше десятки.  

2. Монету подбрасывают 8 раз. Найдите 

вероятность того, что герб выпадет точно 

4 раза. 

3-5. В комнате две осветительных лампочки. 

Первая лампочка включена в данный 

момент с вероятность 0,3, вторая с 

вероятностью 0,8. Найдите вероятность 

того, что в данный момент: 

3)  включены обе лампы; 

4) включена хотя бы одна лампа; 

5) включена точно одна лампа. 

Вариант 6 

1. Из колоды в 36 карт случайным образом 

вынимаются четыре карты. Найдите 

вероятность того, что все три карты 

трефовой масти.  

2. Игральный кубик подбрасывается 6 раз. 

Найдите вероятность, что точно 4 раза 

выпадет не менее пяти очков. 

3-5. Два стрелка стреляют по мишени. Первый 

попадает в мишень с вероятностью 0,7, 

второй с вероятностью 0,8. Найдите 

вероятность того, что: 

3)  оба стрелка попадут в мишень; 

4) хотя бы один стрелок попадет в 

мишень; 

5) точно один стрелок попадет в 

мишень. 
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Практическое занятие 12 

Нахождение закона распределения дискретной случайной величины. Вычисление 

ее математического ожидания и дисперсии  

Теоретические сведения 

Случайной величиной называется величина, связанная с некоторым опытом, которая в 

результате опыта принимает одно из возможных значений. 

Случайная величина называется дискретной, если множество ее допустимых 

значений конечное или счетное. 

Законом распределения вероятностей случайной величины X называется таблица 
 

 X x1 x2 … xn 
(*) 

 P p1 p2 … pn 

 где  x1, x2, … , xn ‒ допустимые значения случайной величины  X,   p1, p2, … , pn ‒ вероятности, с 

которыми величина  X  принимает эти значения, то есть   ii xXPp  . 

Так как в законе распределения указаны все возможные значения  случайной 

величины, то сумма всех вероятностей равна единице:  121  np...pp . 

Функцией распределения случайной величины X называется функция  

   xXPxF  . 

Математическим ожиданием случайной величины X , заданной распределением (*), 

называется число    nn px...pxpxXM  2211
. 

Дисперсией случайной величины X называют математическое ожидание случайной 

величины   2XMX  , то есть число      2XMXMXD  . 

Дисперсию можно вычислить также по формуле      XMXMXD 22  . 

Для случайной величины, заданной распределением (*), эта формула принимает вид 

   XMpx...pxpxXD nn

22

2

2

21

2

1  . 

Средним квадратическим отклонением случайной величины X называют число 

   XDX  . 

Пример 1. Дан закон распределения случайной величины X: 

xi -3 1 4 6 

pi 0,2 0,4 0,3 0,1 

Найдите ее математическое ожидание и дисперсию.  

Решение  

Математическое ожидание данной случайной величины 

  nn pxpx.pxpxXM  332211
.  

Получаем:   60214060106304401203 ,,,,,,,,XM  ,     61,XM  . 

Дисперсию случайной величины найдем по формуле 

   XMpx...pxpxXD nn

22

2

2

21

2

1  . 

Получаем:     22222
61106304401203 ,,,,,XD  ,  

  56210363016401209 ,,,,,XD  ,   56263844081 ,,,,,XD  ,   048,XD  . 

Ответ:   61,XM  ,     048,XD  . 

Пример 2. Приобретено 6 электрических лампочек. Вероятность того, что данная 

лампочка является качественной, 90,p  . Составьте закон распределения  случайной 

величины X , где X – количество качественных лампочек из шести приобретенных. Найдите 

ее математическое ожидание и дисперсию. 

Решение. Случайная величина X может принимать значения 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Найдем 

вероятность каждого из этих значений по формуле Бернулли      knkk

nn ppCkP


 1 . 
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Полезно помнить, что 
     

k...

kn...nnn
CC kn

n

k

n



 

321

121
,   10 nC (по 

определению). 

Поэтому 10

6 C , 6
1

61

6 C , 15
21

562

6 



C , 20

321

4563

6 



C , 152

6

4

6 CC , 61

6

5

6  CC , 

16

6 C . 

Тогда: 

    00000101011901900 60600

66 ,,,,CP 


;  

    000054010906901901 51611

66 ,,,,,CP 


; 

    001215000001081015109015901902 422622

66 ,,,,,,,CP 


;  

    0145800010729020109020901903 333633

66 ,,,,,,,CP 


; 

    09841500106561015109015901904 244644

66 ,,,,,,,CP 


; 

    354294010590490610906901905 155655

66 ,,,,,,,CP 


; 

    0,531441190110901901906 6066666

66 


,,,,,CP . 

Закон распределения вероятностей случайной величины  X  имеет вид 

ix  0 1 2 3 4 5 6 

ip  0,000001 0,000054 0,001215 0,01458 0,098415 0,354294 0,531441 

Математическое ожидание величины X  найдем по формуле

  772211 px...pxpxXM  : 

  5314410635429405098415040145803001215020000540100000100 ,,,,,,,XM  ,  

  40055,XM  . 

Дисперсию величины X найдем по формуле    XMpx...pxpxXD 2

7

2

72

2

21

2

1  : 

  22222222 400555314410635429405098415040145803001215020000540100000100 ,,,,,,,,XD 

,   16540029531441036354294025098415016014580900121504000054010 ,,,,,,,XD  ,

  53460,XD  . 

 

Ответ:   40055,XM  ,     53460,XD  . 

Пример 1. Дан закон распределения случайной величины X: 

xi -2 1 4 6 

pi 0,2 0,4 0,3 0,1 

Найдите функцию распределения и постройте ее график. 

Решение.  Функцией распределения случайной величины X называется функция  

   xXPxF  . 

Значений, меньших числа 2 , величина  X  не принимает, поэтому для 2x  
получаем  X. 

Условию 1X  удовлетворяет только значение 2 , поэтому  для 12  x  получаем  

      2021 ,XPXPxF  . 

Условию 4X  удовлетворяют значения 2 и  1, поэтому для 41  x  получаем  

        604020124 ,,,XPXPXPxF  . 

Условию 6X  удовлетворяют значения 2 , 1 и  4, поэтому для 64  x  получаем  

          903040204126 ,,,,XPXPXPXPxF  . 
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Для любого числа 6x  получаем   1xF , так как все допустимые значения 

величины  X  не больше числа 6. 

Таким образом, функция распределения вероятностей 

 данной случайной величины  X  имеет вид: 

 


























.x

,x,

,x,

,x,

,x

xF

6при1

64при90

41при60

12при20

2при0

. 

Задания для самостоятельного решения 

Вариант 1 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -5 -1 2 4 
pi 0,1 0,2 0,3 0,4 

2. Производится 4 выстрела по мишени. 
Вероятность попадания при каждом отдельном 
выстреле 0,9. Составьте закон распределения  
случайной величины X (X – количество 
попаданий). Найдите ее математическое 
ожидание и дисперсию. 

Вариант 2 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -2 1 3 5 
pi 0,2 0,4 0,4 0,1 

2. Игральный кубик подбрасывается 4 раза. 
Составьте закон распределения  случайной 
величины X (X – количество наступлений 
события «Выпало четное число очков»). 
Найдите ее математическое ожидание и 
дисперсию. 

Вариант 3 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -5 -1 2 4 

pi 0,1 0,2 0,3 0,4 

2. В лотерее разыгрывается 100 билетов, из 
которых 60 выигрышных. Студент купил 4 
билета. Составьте закон распределения  
случайной величины X (X – количество 
выигрышных билетов). Найдите ее 
математическое ожидание и дисперсию. 

Вариант 4 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -5 -1 2 4 

pi 0, 0,2 0,3 0,4 

2. Производится 4 броска в баскетбольную 
корзину. Вероятность попадания при каждом 
отдельном броске 0,8. Составьте закон 
распределения  случайной величины X (X – 
количество попаданий). Найдите ее 
математическое ожидание и дисперсию. 

Вариант 5 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -5 -1 2 4 

pi 0,1 0,2 0,3 0,4 

Вариант 6 
1. Дан закон распределения случайной 

величины X. Найдите ее математическое ожидание 
и дисперсию.  

xi -5 -1 2 4 

pi 0,1 0,2 0,3 0,4 

-2 1 4 6 x 

y 

1 

0,6 

0,2 

0,9 

0 

На чертеже представлен 

график функции  xFy    
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2. Монету подбрасывают 4 раза. Составьте 
закон распределения  случайной величины X (X 
– количество наступлений события «Выпал 
герб»). Найдите ее математическое ожидание и 
дисперсию. 

2. Игральный кубик подбрасывают 4 раза. 
Составьте закон распределения  случайной величины 
X (X – количество наступлений события «Выпало 
больше четырех очков»). Найдите ее математическое 
ожидание и дисперсию. 

Практическое занятие 13 

Вычисление среднего выборочного, моды и медианы  

Теоретические сведения 

Всю совокупность объектов, подлежащих изучению, называют генеральной 

совокупностью. 

Выборочной совокупностью или просто выборкой называют  

Объёмом выборки называется количество её элементов. 

Средним выборочным значением (средним значением выборки) называют среднее 

арифметическое всех значений выборки. 

Модой выборки называется её значение, встречающееся чаще всех.  

Замечание. Выборка может иметь несколько мод. 

Медианой выборки называется число, “разделяющее” пополам упорядоченную 

совокупность всех значений выборки. 

Медиана выборки с нечетным числом элементов – это число, записанное в середине 

выборки (то есть количество элементов слева и справа от медианы одно и то же). Медиана 

выборки с четным числом членов – это среднее арифметическое двух чисел, записанных 

посередине. 

 

Пример 1. Дана выборка: 1,3; 1,8; 1,2; 3,0; 2,1; 5; 2,4; 1,8; 3,2;1,8; 4; 2,4. Найти среднее 

выборочное, моду и медиану. 

Решение 

Упорядочим выборку по возрастанию:  1,2; 1,3; 1,8; 1,8; 1,8; 2,1; 2,4; 2,4; 3,0; 3,2; 4; 5. 

Объем выборки  12n . 

Среднее выборочное      2,412:5+4+ 3,2+3,0+22,4+2,1+31,8+1,3+1,2 x~ . 

Мода выборки 81,Mo  , так как элемент 1,8 встречается чаще других (3 раза).  

Так как объем выборки 12n  – четное число, то медиана выборки равна среднему 

арифметическому ее элементов, расположенных в середине упорядоченной выборки, то есть 

шестого и седьмого элементов:      2522:42122:76 ,,,xxMe  . 

 

Пример 2. Дана выборка: 5; -1; 3; 5; -2; 6; -1; 4; 2. Найти среднее выборочное, моду и 

медиану. 

Решение 

Упорядочим выборку по возрастанию:  -2; -1; -1; 2; 3; 4; 5; 5; 6 . 

Объем выборки  9n . 

Среднее выборочное     
3

1
29:129:655432112 x~ . 

Выборка имеет две моды 11 Mo , 52 Mo  

Так как объем выборки 9n  – нечетное число, то медиана выборки равна ее 

элементу, расположенных в середине упорядоченной выборки, то есть шестого и седьмого 

элементов:  35  xMe . 

Задание для самостоятельного решения 
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Задайте произвольно  две выборки (с четным и нечетным количеством элементов). 

Для каждой из них найдите среднее выборочное, моду и медиану. 

 


